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2.Descripcion

Este trabajo de grado muestra el estudio y analisis de cinco proposiciones y métodos que aparecen
en la seccidn tercera del libro Disquisitiones Arithmeticae (Gauss,1995) en la que se analizan los
residuos de potencias. En los tres capitulos elaborados, se trata la informacion dada de forma
detallada y concisa con el fin de enfatizar algunos aspectos no directamente observables y asi
generar una mejor comprension al lector. Se emplearon procedimientos de reconstruccion y
sistematizacion de resultados y mecanismos dados; todo esto bajo la racionalidad matematica que
exige el presente documento, pues se puede evidenciar un lenguaje formalizado bajo una

estructura l6gica, derivado de la actividad matematica de conjeturar, ensayar, errar y generalizar.

Como aporte adicional, gracias a la amplia utilizacion de diferentes sistemas de notacion
simbdlica (nameros, letras, tablas, graficos, etc.), se construyen estructuras algebraicas
(exactamente cinco) a partir de lo estudiado como producto final del razonamiento que se realiza

durante toda la tematica dada.
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4.Contenidos

El estudio se realizo en tres etapas: la primera estuvo enfocada en la lectura de la seccion tercera
del libro Disquisitiones Arithmeticae, especificamente en las proposiciones escogidas y en otras
posibles fuentes que aportaran claridad en la tematica; la segunda se baso en los diferentes anlisis
a través de tablas, uso de software, organizacion de informacion, etc., de casos particulares con el
fin de explorar la informacién dada y asi formular hipoétesis, hacer conjeturas, predicciones y
extraer de ella informacién no percibida a primera vista. Por ultimo, la tercera etapa se constituyo
en la formalizacion de los resultados encontrados, mediante demostraciones que justificaran las

estrategias y procedimientos puestos en accion en la segunda etapa.

En resumen, se muestran los capitulos del presente documento, destacando los elementos

fundamentales de cada uno de ellos:

CAPITULO 1: Estudio de las proposiciones 52, 53 y 54 (Gauss, 1995) en las cuales se definen la

pertenencia de un nimero a a un exponente d, dadas unas condiciones iniciales, entre esas la mas




importante la congruencia con la unidad entre nimeros enteros positivos, mediante el estudio de
un caso particular y de construcciones auxiliares y demostraciones formales. A partir de los

resultados encontrados se definen algunas estructuras algebraicas.

CAPITULO 2: Estudio y analisis sobre raices primitivas, bases e indices, proposicion 57 (Gauss,
1995). Se justifican los razonamientos propuestos en el anterior capitulo enmarcados en una nueva
concepcion (raices primitivas) bajo analisis de diferentes sistemas de notacion simbdlica

(numeros, letras, tablas, graficos, etc.).

CAPITULO 3: Algoritmos de los indices, proposicion 58 (Gauss, 1995): comprension,

interpretacion y justificacion mediante teoremas de las propiedades que cumplen los indices.

5. Conclusiones

A lo largo del presente estudio logré demostrarse un campo amplio de exploracion y
comprobacion de ideas expuestas por el mateméatico Gauss. Esto implicd un uso extensivo y
reflexivo de conocimientos previos, argumentos, reglas y algoritmos lo que conllevd a la
elaboracion de hipdtesis y conjeturas; procesos que posibilitaron una mejor comprension e

interpretacion de los resultados.

Las afirmaciones y resultados encontrados fueron sometidos a pruebas de las cuales algunos se
refutaron, juzgando su validez y otros se aceptaron bajo argumentos logicos, como es el caso
especifico de la construccion de la funcion X: D(p — 1) — R,,, funcion que en principio tiene un
comportamiento similar a la funcion ¢ de Euler y cuyo proceso de construccién permite probar la
igualdad de estas dos funciones a partir de los residuos de la congruencia a® = 1 (méd p); asi, a
través de la solucion de un problema se obtiene un camino alternativo para estudiar la funcion ¢

de Euler.

De otro lado, los procesos de estudio posibilitaron la construccién de estructuras algebraicas como
el grupo Z, g a partir de una particion en el conjunto de todas las potencias de 2 obtenida al evaluar
los residuos que estas dejan al ser divididas entre 19. Ahora bien, la otra estructura algebraica

construida, fue la de un reticulo, el cual surgio al restringir el dominio de la funciéon X, donde se




estudiaron los elementos de la forma R = {N*({d})| d € D(p — 1)}. Con ayuda de tablas y de

software matematico se defini6 operaciones y estudio su estructura. En general, las dos estructuras

algebraicas son aportes que dinamizan la estructura del trabajo, pues como se evidencid, la teoria

de numeros es el eje principal del estudio, luego la creacidn de estructuras algebraicas es uno de

los productos finales de este trabajo aprovechando los resultados obtenidos.
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Introduccion

Las ideas que propuso Gauss en el libro Disquisitiones Arithmeticae han sido de gran
importancia en la Teoria de Numeros de los siglos XIX y XX. Estas grandes contribuciones se
han constituido en punto de partida para el desarrollo intelectual de todo aquel que se interese
por estos estudios. Como el interés del presente documento radica en el analisis de los
residuos que se generan a partir de ciertas potencias de nameros al ser divididas entre nimeros
primos, el trabajo se centra en una pequefia parte de este problema (estudio de cinco
proposiciones), incluyendo ejemplificaciones y procedimientos alternativos a los que aparecen
en el libro de Disquisitiones, todo esto con el fin de poder estudiar las demostraciones que
Gauss establece en su obra, asi como aprovecharlos para construir algunas estructuras

algebraicas.

El presente documento articula actividades y procesos matematicos que dan cuenta del como y
del porqué de los procedimientos inmersos en el andlisis (), mediante procesos como la
formulacion de hipdtesis, la construccion de conjeturas, blsqueda de contraejemplos, manejo
de propiedades y conocimientos previos; para favorecer el desarrollo de los objetivos del
estudio, ya que en el documento original las pruebas se sintetizan y algunos analisis se evitan

por brevedad.

En el primer capitulo (estudio de tres proposiciones) se analizan las potencias de un nimero
natural a al ser divididas entre un nimero primo p, donde se caracterizan las bases a de
manera que si t es un divisor de p - 1, entonces a‘ = 1 (mdéd p), de manera que t sea la
menor potencia positiva que satisfaga la congruencia anterior. Para llevar a cabo este analisis
se definen conceptos como periodo, que hace referencia a los conjuntos formados por los
residuos que arroja la congruencia, y pertenencia a un exponente, que trata la
correspondencia entre los exponentes y las bases de dicha congruencia, para mayor claridad a
esta correspondencia se le asignd una funcion. En particular, producto del analisis

anteriormente mencionado, surgen demostraciones formales que justifican los hechos
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encontrados y construcciones auxiliares que dan punto de partida para disefio de algunas
estructuras algebraicas, como son Z,g v el reticulo (R, <).

En el segundo capitulo se pone de manifiesto lo demostrado en el capitulo anterior
(pertenencia, periodo, etc.), en razon que los hechos y procedimientos que se demostraron en
este apartado, se justifican por medio de tablas y se relacionan con los nuevos conceptos a
estudiar: raices primitivas, bases e indices. Se redirecciona el estudio hacia las bases a, que
segun condiciones dadas se renombran como raices primitivas respecto a la congruencia
a® = b (mbd p), donde se analizan particularidades de los residuos b (base) con respecto a
los exponentes e (indices); entre dichas particularidades se destaca que cada b estd
relacionado con infinitos valores para e, de la misma manera cada e estd relacionado con
infinitos valores de b, todos estos en médulo p — 1.

Para finalizar, en el Gltimo y tercer capitulo se continda con la metodologia de analizar casos
particulares y procesos algoritmicos, luego la tematica se centra en los indices, denotados
como IND(b) lo cual se lee como el indice de un nimero b; y sus algoritmos. Segun el
capitulo anterior, al mantener la relacion encontrada entre b y e, surge la idea de encontrar el
indice para cualquier namero teniendo en cuenta si dicho indice se encuentra entre los
nameros mayores, menores o maltiplos de p, todo esto a partir de propiedades cuyos
comportamientos son similares a las propiedades de los logaritmos y que se justifican por

medio de teoremas.



Justificacion

La idea del presente estudio nacid del trabajo Residuos de potencias: estudio de casos
(Moreno, 2014), realizado en el espacio acadéemico Topicos de la historia de las matematicas
(tematica: historia del algebra) a cargo del profesor Juan Carlos Avila. En dicho espacio se
desarrollaron estudios similares al presente (nivel de complejidad minimo) en los cuales se

abordaron ideas presentes en el trabajo de grado de maestria del profesor (Avila, 2011).

El problema que motiva el presente estudio, consiste en hallar todos los residuos que dejan las
potencias de un numero natural a al ser divididas entre diferentes nimeros primos p. Tal
problema fue estudiado por Gauss en Disquisitiones Arithmeticae; en este sentido, uno de los
objetivos del presente trabajo, consiste en ejemplificar algunos de los procedimientos dados
por Gauss para desarrollar el estudio, asi por ejemplo, en la Tabla 1 se listan los residuos que

se obtienen al dividir potencias de 2 entre 19:



2" 2"
[l o [
1 2 19 2
2 4 20 4
3 8 21 8
4 16 22 16
5 13 23 13
6 7 24 7
7 14 25 14
8 9 26 9
9 18 27 18
10 17 28 17
11 15 29 15
12 11 30 11
13 3 31 3
14 6 32 6
15 12 33 12
16 5 34 5
17 10 35 10
18 1 36 1

Tabla 1. Residuos al dividir las primeras treinta y seis potencias de dos entre diecinueve.
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De esta tabla, se puede ver que los residuos comienzan a repetirse en el mismo orden después

de cierta potencia (n), esto es:

o7

n res (E)
18, 36, 54,72, ... 1
1,19,37,55,73, ... 2
2,20, 38, 56, 74, ... 4
3,21,39,57,75, ... 8
4,22, 40, 58,76, ... 16
5,23,41,59,77, ... 13
6,24, 42, 60,78, ... 7
7,25,43,61,79, ... 14
8, 26, 44, 62, 80, ... 9
9,27, 45,63, 81, ... 18
10, 28, 46, 64, 82, ... 17
11,29, 47, 65,83, ... 15
12, 30, 48, 66, 84, ... 11
13,31, 49, 67, 85, ... 3
14, 32, 50, 68, 86, ... 6
15,33, 51,69, 87, ... 12
16, 34, 52,70, 88, ... 5
17,35, 53,71, 89, ... 10

Tabla 2. Nimeros que dejan un mismo residuo al ser divididos entre 19
Luego del exponente 17, se repiten los mismos residuos, en el mismo orden. Si se observa la
tabla anterior, se ha clasificado al conjunto de los nidmeros naturales en 18 subconjuntos,
cuyos representantes de dichos subconjuntos son los nimeros que aparecen en la columna
izquierda de la Tabla 2; luego al conjunto formado por los nimeros representantes se le

asocian todas las propiedades de z,, para este caso p = 18. En resumen si tenemos a z,g,

cumple todas las propiedades de la adicion; en cuanto a la multiplicacion cumple la propiedad
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de la distribucién con respecto a la suma, ademas la multiplicacion cumple las propiedades

asociativa y elemento neutro (Luque, 2014), esto es:

z,g = {[1],[2],[4], 8], [16],[13],[7],[14],[9],[18],[17],[15], [11], [3],[6], [12], [5], [10]}

Retomando la Tabla 1 y variando los valores de a por 3,4 y 5 se puede apreciar, que los
residuos de las potencias al ser divididas entre 19 se repiten en el mismo orden a partir de
cierto n que al parecer depende tanto de a como del numero por el cual se divide (en este caso
19), a tal conjunto de residuos se le denomina periodo, asi, para los ejemplos:
pP,_,=1{1,2,4,8,16,13,7,14,9,18,17,15,11,3,6,12,5, 10} con 18 elementos
p,_.=1{1,398,515,7,2,6,18,16,10,11,14,4,12,17,13} con 18 elementos
P,_,=1{1,4,16,7,9,17,11,6,5} con 9 elementos

P,_s ={1,5,6,11,17,9,7,16,4} con 9 elementos
Son los periodos para p = 19y a = 2, 3,4 y 5 respectivamente.

Como es sabido, (Luque,2014) si a y b son enteros positivos y tienen el mismo residuo al ser
divididos entre un nimero p, se tiene que a = b (madd p). Asi, para los ejemplos previos, las

potencias de a que son congruentes con la unidad son:

a=2 a=3 a=4 a=>5

2° =1 (mod 19)

3% =1 (mod 19)

4% =1 (mod 19)

59 =1 (mod 19)

218 = 1(mod 19)

318 = 1 (mod 19)

4° =1 (mod 19)

59 =1 (mod 19)

23¢ = 1(mod 19)

336 =1 (mod 19)

4% =1 (mod 19)

518 = 1 (mod 19)

Tabla 3. Cada columna representa las potencias para las bases a = 2,3,4y 5 congruentes con la unidad.
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De este listado se puede inducir que el minimo exponente t # 0 que hace a‘ congruente con
la unidad, representa la cantidad de términos del periodo que conforma el listado de residuos.
Gauss en la proposicion 49 de Disquisiciones Aritméticas demuestra este hecho y adicional

muestra que el minimo exponente t, diferente de cero, para el cual a®* = 1 (méd p) divide a

(p—1),0sea, t|(p—1).
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CAPITULO 1

1. ¢Cuantos y cuéles nimeros corresponden a un mismo periodo?'

El resultado anterior motiva el estudio del problema de como encontrar bases a de manera que
si t esun divisor de p - 1, entonces a® = 1 (mod p), donde t es el menor exponente diferente
de cero, que cumple la anterior congruencia (vale recordar que t representa el nimero de
término del periodo relacionados con la base a y modulo p). Si se realizan mas tablas como la
anterior (variando la base a y teniendo en cuenta que solo interesa la segunda fila de cada
familia de congruencias) se puede generar un indicio para buscar las bases menores, esto es,
nameros entre 1y p, y exponentes minimos t, que cumplan t | (p - 1). Por ejemplo, tomando
de nuevoap = 19, se definen los conjuntos: R,, conformado por los enteros positivos entre
0y 19,y D(18) formado por todos los divisores positivos de 18. Si para cada a € R, Yy cada
d € D(18) se busca que a® = 1 (méd 19), donde d es el menor entero positivo que cumpla
con esta congruencia, se clasifican los diferentes elementos de R,, como aparecen en la
siguiente tabla (Gauss, 1995):

Base (a) Exponente (d)
1 1
18 2
7,11 3
8,12 6
4,5,6,9,16, 17 9
2,3,10,13,14,15 18

Tabla 4. Correspondencia entre los a € R, y los divisores d € D(p — 1), tal que a® =1 (mébd 19)

Asi por ejemplo, para la tltima fila de la Tabla 4, aparece en la primera columna los nimeros

2,3,10,13,14,15 yen la segunda columna el nimero 18, esto quiere decir que para cada uno

'Este capitulo contiene el estudio y analisis de las proposiciones 52,53 y 54 de la seccion tercera del libro
Disquisitiones Arithmeticae.
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de los nimeros a anteriores, a'® = 1 (méd 19), donde 18 es el menor entero positivo que
hace ciertas estas congruencias. Para nuestro estudio diremos que 2,3,10,13,14y 15

pertenecen al exponente 18, precisando:

Definicion. Sean a,d y p numeros naturales, si a® = 1 (méd p), donde d es el menor

exponente positivos que satisface esta congruencia, diremos que a pertenece al exponente d.

Asi, el problema a abordar consiste en encontrar como estan distribuidos los nimeros de 1 a

p — 1, conjunto al cual se simbolizard& como R,, entre los diferentes divisores de p — 1,

pl
conjunto que simbolizamos como D (p — 1), de modo que a% = 1(méd p), donde a € R,y

d € D(P — 1), con d, exponente minimo. Esta relacion se expresa mediante la funcién
N: R, » D(p — 1), la cual asigna a cada elemento a de R, el divisor d al cual pertenece a.
Esta relacion en efecto es una funcidn ya que como se ha dicho previamente, en la proposicion
49 (Gauss, 1995), para cada a y p existe un entero positivo t minimo de modo que a‘ =

1 (m6d p) donde ademas t es un divisor de p — 1.

Por otro lado, también interesara estudiar cuéntos elementos a se relacionan con d, para ello,

usaremos la funcion imagen reciproca de N, N: P(D(p — 1)) » P(R,), esto es:
Paratodo Q € D(P — 1), N'(Q) ={a € R,| (3d € Q)(N(a) = d)}.

Con un uso especial de N' se puede generar una particion de R,, esto es, una coleccion de
subconjuntos no vacios de R,, tal que la interseccion de dos elementos cualesquiera de la

coleccion es vacio y la union de todos ellos es R,,. Veamos como construir tal particion:

Para cada a € Ry, segun la proposicion 49" (Gauss, 1995), existe d | (p — 1) de modo que a
pertenece el exponente d, por tanto, N'({d}) # @, pues al menos a € N'({d}). Ahora, sean d
y d’, divisores cualesquiera de p — 1 diferentes entre si, se mostrard que T = N'({d}) n
N'({d'}) = @. Por contradiccion se procede a demostrar, suponiendo que T # @, entonces
existe un a € T de manera que a? = 1(méd p) y a® = 1(méd p), pero esto implica que

d = d' debido a la minimalidad de d, luego esto contradice la hipétesis, por tanto T = @.

Il . , . .. . . . ,
Si p es un nimero primo que no divide a a, y si a® es la menor potencia de a congruente a la unidad, segin el
moddulo p, el exponente t serd = p — 1, o serd un factor de este nimero.
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Ahora se prueba Ugp,—1 N'({d}) = R,. Es claro que Ugp-1 N'({d}) € R,. Como N es una
funcion que relaciona cada elemento de R, con los elementos de D(p — 1), entonces para

cada a € R,, existe d € D(p — 1) de modo que N(a) =d y por tanto a € N'({d}), asi,

pl
R, € Ugpp-1 N'({a}) y por tanto, Ugp—1 N'({d}) = R,,.

Luego, de las afirmaciones anteriores se afirma que € = {N'({d}) | d |(p — 1)} es una

particion de R,,.

Como el interés del presente estudio radica en saber cuantos a pertenecen al exponente d,

entonces la siguiente funcion cuenta el nimero de elementos de cada elemento de €, asi:
R:D(p—1) > R,
d - [N'({d})|
Donde |N'({d})]| indica el nimero de elementos de N'({d}).

Dado que € = {N'({d}) | d |(p — 1)} esuna particion de R,, entonces:

|Ud|p—1 N!({d})l = Zdlp—l |N!({d})| = Zd|p—1 R(d) = p— 1L
En la siguiente seccidn, se caracterizaran los nimeros X(d).

1.1 Analisis de los nameros X(d) mediante ejemplificacion.
A continuacion, se ejemplifica como Gauss encuentra el nidmero de elementos de los
conjuntos que se han llamado X(d), asunto que se soluciona en la proposicion 52 de la seccion
tercera de Disquisitiones (Gauss, 1995). En la siguiente tabla se muestra el caso particular que

se empleara para iniciar el analisis.

Base (a) Exponente (d)
2,3,10,13,14,15 18

Tabla 5. Caso particular escogido a partir de la Tabla6con d = 18 y a = 2.

Sabiendo que 28 = 1 (mod 19), entonces toda potencia de 218 también cumple la propiedad

de ser congruente con la unidad, esto es, (28)" = 1(méd 19) o también (2™)8 = 1
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(méd 19). En particular se estudiardn los n menores o igualesad (i=1,2,3,4,5,6,7,8,9,
10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17 y 18). En este punto es importante aclarar que 2' parai=1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17 y 18 es solucion de la congruencia x® =
1 (mod 19), donde x = 2".

Para continuar se aclara que solamente se estudiaran las potencias 2¢ con 0 < i < 19, puesto

que las otras (219,229,221, ..., 2™) son congruentes a las primeras; por ejemplo:
2 =21 =219 =237 = 218k+1 (104 19)
4 =22 =220 = 238 = 218k+2 (1m0d 19)

Dado esto se puede observar la existencia de infinitos nimeros que cumplen con la condicion
de tener el mismo residuo al dividirlos entre 19, de manera general los exponentes de todos los
enteros positivos de la forma 2%, con k = 18r+ 1,18r + 2,187+ 3,..,18r + (p — 1) se

pueden agrupar en conjuntos de la forma:
[29] ={keN|qg=k (méd18)}con0 < q < 18}

Por otro lado sea a, tal que 0 < a < 19y 29 = a (mbd 19), entonces para todo k € [29],
2k = a (méd 19), pues como k = 18r + q (pues g = k (méd 18)) para algun r, por tanto,
2k = 2187+a = 218 .24 nero como 2'® = 1(mdbd 19), entonces, es claro que 2% .29 =
29(méd 19) y por la propiedad transitiva de la congruencia, 2% = a (mé6d 19). Por otro lado,
hemos dicho que toda potencia 2¢ es solucion de la congruencia x*& = 1 (méd 19), por tanto,
2k es solucion y dada la congruencia de este nimero con a modulo 19, entonces, todos los a

son soluciones también de la congruencia x'® = 1(méd 19).
De lo anterior se tienen que los conjuntos [27] pueden escribirse también como:
[29] ={keN|k=18r+q,r € N}con0 < q < 18.

Retomando la idea inicial de encontrar la distribucién y correspondencia entre los nimeros de
la Tabla 7 y siguiendo con la secuencia de los resultados ya obtenidos se tiene que existe una
correspondencia entre los conjuntos que se han mostrado previamente, con los residuos al

dividir los elementos de dichos conjuntos entre 19, para hacer esto mas visible, se muestra a
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continuacion las congruencias para 2! con 0 < i< 19, modulo 19; las llamaremos

congruencias 2¢, donde la notacion [2!] = a (méd p) significa que para cada b € [27],

20 = a (méd p):

[218] = 1 (mod 19)
[217] = 10 (mod 19)
[21] = 5(mod 19)
[21°] = 12 (mod 19)
[21%] = 6 (mod 19)

[212] = 11 (mod 19)
[211] = 15 (mod 19)
[21°] = 17 (mod 19)
[2°] = 18 (mod 19)
[28] = 9 (mod 19)

[26] = 7 (mod 19)
[2°] = 13 (mod 19)
[2%] = 16 (mod 19)

3] = 8 (mod 19)

[2
[22] = 4 (mod 19)
[2

[213] = 3 (mod 19) [27] = 14 (mod 19) 1 =2 (mod 19)

Tabla 6. Congruencias para las potencias de 2

Ahora bien, ya que el interés es verificar cuales y cuantos son los nimeros que pertenecen a
un exponente dado (en este caso d = 18); se analiza la Tabla 5 y se observa que los nUmeros
que se encuentran en la primera columna de esta (2, 3, 10, 13, 14 y 15) pertenecen al
exponente 18 y como se mostrd anteriormente, cada uno de estos son residuos de los
conjuntos [21], [2°], [27], [21%], [2*3] y [217] (marcados en la Tabla 6), ademas se observa
que los nameros 1, 5, 7, 11, 13 y 17 son primos relativos con 18 . Para justificar que lo
anterior siempre se da, se demuestra que todas las potencias de 2 cuyo exponente sea primo
relativo con 18 pertenecen a este exponente, se comienza analizando un caso particular, por

ejemplo 25.

Estas potencias son solucion de la congruencia x'® =1 (mod 19), en otras palabras
cualquiera de estas elevada a 18 es congruente con la unidad, ademas una conclusion que se
infiere del andlisis de las congruencias 2° es que todas las potencias de 2 cuyos exponentes
son menores que 18 son incongruentes con la unidad, esto se puede ver de forma general en

la proposicién 48 de Disquisiciones (Gauss, 1995) en resumen esto es:

e 2% 1(mébd 19) siempre que 0 < i< 18.
o (258 =1 (méd 19)
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Como se sabe, la congruencia es una relacién de equivalencia por ende cumple la propiedad
reflexiva, esto significa que cualquier nimero es congruente consigo mismo en cualquier

maodulo, en particular 2 es congruente con €l mismo en modulo 19:
2 =2(mébd 19)

Ademaés es sabido que existe algin multiplo de 5 quien es congruente con 1 médulo 18 (en

realidad son infinitos), por ejemplo 55 =5 x 11:
55 =1 (mdbd 18)

Utilizando las dos anteriores congruencia y la proposicion 46 (Gauss, 1995) se obtiene la

siguiente congruencia:
255 = 2(méd 19)

Como (25)8 = 1(méd 19), se quiere probar que 18 es el menor exponente al cual elevar 2°
para que resulte congruente con la unidad en modulo 19, es decir, para todo
0 < j < 18, se desea demostrar que (2°)/ # 1(méd 19), para esto, se procede por
contradiccion y se supone la existencia de un j con las condiciones dadas de manera que

(25)/ = 1(méd 19). Elevando a 11 a ambos lados de la anterior congruencia se tienes:
11 ;
((25)7) " = (1) (méd 19)

que es equivalente a (2%%)/ = 1(méd 19), y como 2°° = 2(méd 19), entonces se afirma que
2/ = 1(méd 19), pero esto es una contradiccion, pues se ha visto que ninguna potencia de 2
Cuyo exponente sea menor que 18 es congruente con la unidad, por tanto, 18 es el menor
exponente al cual se eleva 2° para que resulte congruente con la unidad en médulo 19; esto

significa que 2° pertenece al exponente 18.

Para los otros casos (21, 27,211,213 y 217) es anéalogo el procedimiento. Por tanto, para todo
0 < j < 18 que sea primo relativo con 18 tenemos que 2/ pertenece al exponente 18, lo que
significa que por lo menos al 18 le pertenecen 6 nimeros; para los demas d se realiza el

mismo procedimiento, en resumen:
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Divisor d Cantidad
1 1
2 1
3 2
6 2
9 6
18 6

Tabla 7. Cantidad de nimeros que por lo menos pertenecen al divisor d.

A simple wvista cada uno de los exponentes de las otras soluciones
(22%,23,2%,26,28,29,210 212 714 215 216y 218) de la congruencia x® =1 (mod 19)
comparten por lo menos un divisor en comun con 18 ((k, 18) # 1), lo que hace pensar que

estos no pertenecen al exponente 18, ya que contradice la idea anterior ((k,18) = 1); luego

para determinar la no pertenencia, se realiza el siguiente procedimiento:
Se escoge al azar una de las soluciones 2%, la cual cumple (k, 18) = 1, por ejemplo 212,

Se proporcionan todas las posibles opciones de escribir 12 como producto de dos nimeros

enteros positivos, esto es:

12=1x12
12=2X%6
12=3x4
12=4x%x3
12=6x%x2

12=12x1

Con esto,

212 — (21)12 — (22)6 — (23)4 — (24-)3 — (26)2 — (212)1
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Se buscan exponentes i que cumplan la congruencia (2'?)! =1 (mod 19); se recurre a
distintas maneras de escribir 12 como producto de dos nimeros a y b, en la forma ya sefialada,

esto es, ((2%)?)! asi:

((21)12)i

1 (mod 19)

((25H°)

1 (mod 19)
(25" =1 (mod 19)
(293 = 1 (mod 19)

(2%%)°

1 (mod 19)
(21 = 1 (mod 19)

Como 218 =1 (mdd 19), entonces en las congruencias anteriores, se busca los i apropiados
de manera que ai = 18, con a,i € N.Esto ya que, al tener la congruencia previa, para
cualquiera de los b hallados, (2%)? = 1 (méd 19) o lo que es igual, (24?)" = 1 (méd 19),

donde, como se ha dicho, ab = 12. Interesa conocer el menor valor de i. Veamos:

v (D)8 = (21918 = 1 (nod 19)
v ((29)%)=2 = (212)° = 1 (mod 19)
v ((23)M=6 = (21%)° = 1 (mod 19)
v (2923 = (2'%)3 = 1 (mod 19)

Como se evidencia, el menor i es 3, lo que significa que 2'? pertenece al exponente i = 3, es

decir (212)3 = 1 (mod 19), luego, 2*? no pertenece al exponente 18.

Para evidenciar la no pertenencia de las demas potencias 2* (donde k comparte por lo menos
un divisor con 18) se construyé la Tabla 8, que resume el procedimiento realizado
anteriormente para la no pertenencia de 2!2, dicho procedimiento es analogo para estas

potencias.
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Para una mejor comprensiéon se describe la distribucion de la Tabla 8:

Columna 1: Se muestran las soluciones de la congruencia (x)® = 1(moéd 19), con
x = Zk . 22’ 23’ 24, 26’ 28, 29, 210’ 214, 215, 216 y 218

Columna 2: Valores de k, donde k comparte divisores con 18.

Columna 3: Factores de k, que cumple k = a X b donde exista un nimero entero
positivo i que al ser operado por a de como resultado 18. Se excluyen todos aquellos
factores que no cumplen dicha condicion.

Columna 4: Divisores en comun entre 18y k.

Columna 5": De la tercera columna se obtuvo las maneras de escribir k como
producto de dos nimeros a y b; e igualmente se menciondé el producto ai = 18, con
a,i € Z%, luego se muestra el i que cumple lo anterior con el fin de representar a
(2F)F = (24 %b)L

Columna 6: De la columna anterior obtenemos todas las formas posibles para escribir
(2%)%, luego se escogera la expresion que tenga en su exponente el i menor.

Columna 7: Se presenta los valores para cada i encontrado de la anterior columna.

2k k k=axb | Divisores ((2)b)¢ 2kt i
1 2 21 2318

22 2 8 1,2 (@) (29° | 9
2x1 (25H4?
1 3 21 3118

23 3 8 1,3 (2% (23)° 6
3x1 (@»HhHe
1x4 ((21)4)18

24 4 - 1,2 (@) 2®° | 9
1X6 ((21)6)18

26 6 2x3 1,2,3y6 ((22)3)° (263 | 3
3 X2 (2)%)°

"' Como es sabido 218 = 1 (méd 19), (218) " =1 (mbéd 19) y ai = 18 entonces se expresan
como (249)? =1 (méd 19) donde b = n, lo que es igual a (2¢%)! = 1 (méd 19),
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6x1 ((2%HH?
1 8 21 8118
28 8 8 1,2 (%) 2%° | 9
2x4 (2%
1 10 21 10,18
210 10 ZXX ] 1,2 (« 2 5)9 (219°] 9
((29)°)
1 % 12 ((21)12)18
2X6 ((2%)°)°
212 12 1243
\ 4 1,2,3y6 () (2°9) 3
6 X2 ((29)%)3
214-
1 14 21 14N18
14 8 1,2 (@) (2% | 9
2x7 ((257)°
215
1 15 1115118
15 3x>< 5 13 « 2 5)6 (215)6 6
(D)
216
16 2 %8 1,2 ((29)8)° (2% | 9
218 2%9 221919
18 3%6 L23 EE23;6;6 ] 1
6,9y 18
18 % 1 ((218)1)1

Tabla 8. Procedimiento para la no pertenencia de las potencias2?, 23, 24,26, 28, 2°,210, 214 215 216 y 218
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Algo que se puede apreciar de la anterior tabla, es que al encontrar el menor i este siempre
estd relacionado con el mayor de los divisores en comin encontrados entre 18 y k, esto es
(18, k); por esto una forma facil de encontrar a i es buscar primero el maximo comun divisor
para que se cumpla ai = 18, todo esto para encontrar la menor potencia a la que se eleva la
solucion 2*que es congruente con la unidad y asi garantizar que esta no pertenece a 18, por

ende se concluye que al no pertenecer 2* a 18, entonces k y 18 no son primos relativos.

Es importante aclarar que para el desarrollo de los analisis previos, se partio de la idea general
de la existencia de un nimero a que pertenece al exponente d, para este casoa = 2y d = 18,
luego, producto de la ejemplificacién y visualizacion de la Tabla 4, se consigue deducir que
no solamente existe un nimero sino que al contrario, para este caso en particular existen por lo
menos 6, pero con el analisis de las potencia 2* cuyos exponentes no son primos relativos a
18 se garantiza que son exactamente 6, lo que indica que es la misma cantidad de nimeros

menores y primos a 18 (para los demas divisores d ocurre 1o mismo).

1.2 Resultados obtenidos a partir de la ejemplificacion.

Llegado a este punto, se procederd a demostrar de manera formal las afirmaciones
mencionadas anteriormente producto del andlisis de ejemplos particulares, dichas

afirmaciones son:

1. Si (d, k) = 1, entonces a* pertenece a d.

2. Si(d, k) # 1, entonces a”* no pertenece a d.

El fundamento de la demostracién de las afirmaciones 1 y 2radica en la pertenencia,

recordando la definicion se tiene que:

e a pertenece al exponente d si solo si a® = 1(méd p), con d el menor entero positivo

que cumple con esta congruencia.

Donde:

e a eR, R,conjunto conformado por los enteros positivos menores que p — 1

e deD(p—1),donde D(p — 1) es el conjunto de los divisores de p — 1.
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e pprimo

1.2.1 Demostracion de pertenencia

Sea p un ndmero primo, d un divisor de p —1 , a un entero positivo que pertenece al

exponente d y k un nimero menor y primo con d ((k,d) = 1), entonces a* pertenece ad.

Como a pertenece al exponente d, entonces a® = 1 (méd p) siendo d el menor entero que
satisface esta relacion, por otro lado (a®)* = 1 (méd p) que es igual a (a*)? =1 (mébd p)
para todo 0 < k < d, sin embargo, esto no garantiza que las potencias a?,a?,...,a%!
pertenezcan a d, ya que no se sabe si d sea el menor exponente que cumpla con esta

congruencia. Por tanto, se pretende buscar cuales de estas pertenecen a este exponente.

Algo que se puede inferir de lo anterior es que como a pertenece a d, entonces a® #
1 (moédp) donde 0 <e <d, (yaquee <dyd esel menor exponente entero positivo de a
que cumple con la congruencia), ademas de esto por ser = una relacion de equivalencia,

entonces se tiene que a = a (madd p).

Como (k,d) =1 entonces existen enteros x,y tales que kx + dy =1, equivalente a la

expresion dy = 1 — kx, luego, d divide a 1 — kx, que en términos de congruencia significa:
kx =1 (méd d),

Utilizando las congruencias a = a (moéd p), kx =1 (médd) y la proposiciobn 46 de
Disquisiciones (Gauss, 1995) se afirma que a** =a (médp); y como el interés es
demostrar que a* pertenece a d, entonces basta con demostrar que no existe un nimero e
menor que d tal que, (a¥)¢ = 1 (méd p), para esto se procede por contradiccion y se supone
la existencia de un nimero e, por tanto, al elevar a ambos lados de la anterior congruencia por
x tenemos que ((a*)¢)* = 1* = 1 (méd p), lo que es igual a (a**)¢ = 1 (méd p) y como
a** = a (méd p) , entonces a® = 1 (médd p), lo que es una contradiccion con la minimalidad
de d; por lo cual no existe una potencia de a®, cuyo exponente sea menor a d que sea
congruente con la unidad médulo p y como (a*)® = 1 (méd p), entonces, a”* pertenece a d

en modulo p.
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1.2.2 Demostracion no pertenencia
Ahora, si se tiene el caso contrario de que algunos de los exponentes tienen divisores
comunes, diferentes de 1, con d, entonces ¢alguna de esas potencias k serdn congruentes con

la unidad?, veamos:

Lo primero es descomponer al exponente en factores, esto es k =a X b, con el fin de

identificar el maximo comun divisor § de d y k. Entones, Sea (d,k) = &, con § # 1, se tiene
k d
a® =1 (mébd p), asi (a?)s = 1 (mébd p), con lo que (a¥)s = 1 (mdd p)'V. Observemos que

d d . . .
5 < d, por tanto a® pertenece a 5 En conclusion, si (d, k) # 1 a® no pertenece a d.

1.3  Funcién ¢ de Euler desde congruencias

Si se centra la atencion en la cantidad de nimeros n que pertenecen a un divisor d, se afirma
que es igual a la cantidad de nimeros primos menores e iguales a él, donde se conoce de
antemano que por lo menos un nimero a pertenece a d; dicha relacion se establecio a traves
de la funcion X:D(p —1) - R, , asi, el comportamiento que se ha estado estudiando lo
describe el nimero asociado a X(d) lo que significa que X cuenta los nUmeros en relacion con
d que cumplen ser primos menores e iguales a d, lo que hace pensar en la similitud con la

funcién ¢ de Euler.

Por tanto, para este caso X(18) =6, X(9) =6, X(6) =2, 83)=2,82)=1yX(1) =1,
lo que constata la igualdad entre X(d) y ¢ (d) ya que: ¢(18) =6, ¢(9) =6, @(18) =6,
p(6)=2,93B)=2¢2)=1ye(1) =1

'Vdgz k%yaque Si(d,k) = &,entonces: § /d y &8 / k, lo que significa: §q = d con q = gyparacﬁ/k se
k

tiene que 6q” = k donde q" = p luego:
k
d==dq’
5 q
dk— 8q)q’
5= (004q
dk— (69"
6—61 q
ke k
S_q
dk—kd
§ 8



Ahora bien, ; Qué comportamiento tiene X(d) cuando se excluye la condicion inicial, esto es,

a pertenece al exponente d?

En el caso que se excluya esta condicién, se tienen dos posibilidades: X(d) = ¢ (d) 6
N(d) = 0, ya que si se tiene por lo menos un nimero que pertenezca a d, se garantiza que

N(d) = @(d) y si no se tiene significa que X(d) = 0.

A continuacion se muestra la demostracion que surge del analisis de los casos particulares

mencionados con anterioridad:

Por el articulo 39 del libro disquisiciones (Gauss, 1995), si los divisores de p — 1 son
d,d',d",..,d" p— 1, entonces:

p(d)+ @) +e@)+ @)+ +e@ D+ ed)=p-1 Q)
Ademas como se ha visto, Y.q,-1 R(d) = p — 1, se tiene:
p(d)+ed)+e(d")+e(d") + - =R(d)+ X(d") + X(d") ... (2)

Como el interés radica en determinar la igualdad entre las dos funciones X y ¢, el
procedimiento a seguir es comparar los valores que toma cada divisor dentro de cada funcion.
Al comparar cada uno de los valores, se inicia con el supuesto de que para algun d*, X(d*) =
0, luego el resultado de la suma de los X(d) se debe afectar y por ende llegar a una
contradiccion, veamos. Se escoge un ¢(d*), luego se compara con X(d*) , asi, puede ocurrir
dos casos: 1) X(d*) = 002) X(d") = ¢ (d7).

Casol: X(d") =0
Sustituyendo X(d*) = 0 en (2) se tiene que:

R(d") + R(d") + R(@") + -+ 0+ -+ K@) + R(@™) = @(d) +@(d") + (@) +
o)+ o)+ ed) ()

Se supone que de los X(d) el unico igual a 0 es X(d*) entonces ocurre:
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R(d) = ¢ (d)
R(d") = ¢ (d")

N(d”,) — go (dlll)

0=¢ ()

R(d"™Y) = @ (@™
R(d"™) = ¢ (d™)
Utilizando la propiedad cancelativa en (3) se tiene:
0=¢(d")

Lo que es una contradiccion pues ¢(d*) > 0, para cualquier d € D(p — 1), analogamente
ocurre lo mismo en el caso que existiera mas de uno igual a cero (X(d*) = 0,X8(d’) =

0,X8(d"") = 0...), entonces X(d) # 0, lo que significa que X(d) = ¢(d).

Los procedimientos hasta aqui realizados permiten afirmar objetivamente, la existencia de
otro camino para hallar la funcion de ¢ Euler, dicho camino fue la construccidén de X(d) a
partir de los residuos de la congruencia a® = 1 (méd p), lo que conllevé a relacionarla

directamente con la funcion ¢ de Euler.

1.4  Estructura algebraica

Dada la funcion imagen reciproca de N
N:P(D@p-1) - P(R,),

se hace una restriccion en el dominio tomando Unicamente los conjuntos de la forma {d},

donde d € D(p — 1), a esta funcion la notaremos N*.

N“D(p-1)- P(R,),
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Se fija la atencion en el rango de N*, es decir:
R={N"{dD|deD(p—-1}
Se define paratodo a, b € R,
asbeo (3dd edp-1))N"{dD=a AN{dD=bAd|d),

Esta relacion cumple ser una relacién de orden, para esto se prueban propiedades que lo

confirman: Reflexiva, Antisimétrica y transitiva.
1. Reflexiva:

Paratodo d € D(p — 1) se tiene que d|d, por otro lado N*({d}) = N*({d}) = a, luego a € R

y por tanto a < a.
2. Antisimétrica

Sean a,b € R de modo que a<b y b < a, entonces existe un d,d’' € D(p — 1), donde
N*({d}) =a, N*({d'}) =b,comoa<byb <aluego d|d'yd'|d,, entonces d = d’ por lo

tantoa = b.
3. Transitiva

Sean a,b,c € R de modo que a< by b < c existen d,d’,d"" € D(p — 1), donde d|d"y

d'|d"" por lo tanto d|d"’, entonces a < c.

Luego R queda parcialmente ordenado, ya que para cualquier a,b € Rnosecumplea < b 6
b < a; ademas de esto se sabe que cualquier subconjunto finito de este tiene supremo e

infimo, para probar este hecho se realiza el analisis siguiente:

Sea A S R, ya que A es un conjunto finito, pues R lo es, entonces, A = {4, 4,,45 ..., A},

donde existen d,, d,, ..., d, divisores de p — 1, tales que:

Ay = N*({d,})
A, = N*({dz})

A = N*({di}),
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Como se sabe que cualquier subconjunto de D(p — 1) tiene supremo, que en particular es el
minimo comun maultiplo de los elementos del subconjunto, entonces, se garantiza la
existencia de un r € R tal que N*({mcm(d,,d,, ... ,di)}) =r. Al mem(d,, d,, ... ,dy) se

denota d o, -

Al comparar cada uno de los elementos de A con r, se verifica que este es cota superior de

todos los elementos de A, puesto que:
A;<r en razon que (3dy,dpem €D —1D)N"({d}) =A; A N*{dpem}) =7 A
dl | dmcm)

A, <7 en razon que (3dydpem ED(P— D)N*({d,}) =43 A N*({dpem) =7 A
dz | dmcm)

A<t en razon que (Fdydpmem €D —1))WN*{di}) = A A N*({dipem}) =7 A
dk | dmcm)

Por ser r la imagen reciproca de d,,.,, Se tiene que r es el menor elemento de las cotas

superiores de A, por ende r es el supremo de A.

En cuanto a la existencia del infimo de A, segun lo anterior se puede determinar que este es
N*({mcd(d,,d,, ... ,d;)}). Los procedimientos para verificar este hecho son analogos al

procedimiento anterior.

En resumen, R es parcialmente ordenado y todo subconjunto finito de este tiene supremo e

infimo, por tanto R es un Reticulo.

Como (R, <) es un reticulo (Garcia, 2005), se definen dos operaciones a partir del supremo e
infimo de subconjuntos binarios, asi, para todo a,b € R,aVvb =sup{a, b} y aAb=

inf {a, b}. Estas operaciones satisfacen las siguientes propiedades (Garcia, 2005):

30



{aVbsza
aAb=bAa
aN(bAc)=(aAb)AcC
{av(ch)z(avb)Vc}

e Conmutativa

e Asociativa

B aAN(aVc)=a
e Absorcion {a V(aAc) = a}
e |dempotencia {Z X Z : Z}

Para una mejor comprension, se ejemplificaré para p = 19:
A continuacion se mostrara la funcién N *:

N*:P(D(18)) » P(Rys)
{13} - {1}
{2} - {18}
{3} - {7,11}
(6} - {8,12}
{9} - {4,5,6,9,16,17}
(18} - {2,3,10,13,14,15}

entonces, el reticulo asociado a este caso se representara mediante el siguiente diagrama de

Hasse (Garcia, 2005) como:

{2,3,10,13,14,15}

A

{18} {7.11}

Figura 1. Diagrama de Hasse: Representacion del reticulo(R, <)V

3.

"R ={N"({d}]| d € D(18)}
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De la anterior representacion, se puede evidenciar el orden de los elementos, por ejemplo,
entre {18} y {8,12} se puede observar que el mayor es {8,12}, en razén que si se remite a la
funcién N* se identifica que la imagen inversa de {8,12} es 6 y para {18} es 2; donde 2/6, lo

cual cumple con la definicion de <. Anélogo para los demés elementos.
Para claridad del concepto de infimo y supremo, se ejemplificara asi:

Si se tiene Y € P(R,,), en particular Y = {{18},{18,12}}, el conjunto de cotas superiores
para este caso es C, = {{8,12},{2,3,10,13,14,15}}; y como
{8,12} <{2,3,10,13,14,15} entonces supY = {8,12}.

Como el concepto de supremo e infimo cumplen ser operaciones, dichas operaciones se

describen en las tablas 12 y 13.

4,5,6, 2,3,10,
v & {18} 7,11} (8,12} {9,16,17} {13,14,15}
4,5,6, 2,3,10,
! ) (18) 711) 12 | {10t | (50aas)
2, 3,10, 2, 3,10,
(18} {18} {18} {812} {812} {13,14, 15} {13,14, 15}
4,5,6, 2,3,10,
(7,11} (7,11} (8,12} (7,11} (8,12} {9‘16’ 17} {13,14' 15}
2,3,10, 2,3,10,
(8,12) (812) (812) (812) ®128 | {51015} | (131415
{ 4506, } {4,5,6,} { 2,310, } {4,5,6,} { 2,3,10, } {4,5,6,} { 2,3,10, }
9,16,17 9,16,17 13,14, 15 9,16, 17 13,14, 15 916,17 13,14, 15
{ 2,3,10, } { 2,3,10, } { 2,3,10, } { 2,3,10, } { 2,3,10, } { 2,3,10, } { 2,3,10, }
13,14,15) | 113,14, 15 13,14, 15 13,14, 15 13,14, 15 13,14, 15 13,14, 15
Tabla 9. Operacion Supremo
A (1} (18} | (7,11} | (8,12} | {4,5,6,9,16,17} | {2,3,10,13,14,15)}

{1} {1} {1} {1} {1} {1} {1}

{18} {1} {18} {1} {18} {1} {18}
(7,11} (1} (1} 711} | {711} (7,11} (7,11}
{8,12} {1} {18} {7,11} {8,12} {1} {8,12}

{4,5,6,9,16,17} (1} (1} (7,11} (1} (4,5,6,916,17} | {4,5,6,9,16,17}
(2,3,10,13,14,15} | {1} (18} (711} | 812} | {4,56,916,17} | (2,3,10,13,14, 15}

Tabla 10. Operacién infimo
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Como se mostr6 en la Tabla 9, Tabla 10 y con ayuda del programa Algebra finita (Angel,
2011), se verifica que la operacion A cumple las mismas propiedades que la operacion Vv, es
decir:

e Conmutativa.
e Asociativa.
e Idempotencia.

e Absorcion

En resumen, a partir del conjunto caracterizado y de las representaciones (tablas y diagrama)
se mostraron propiedades y operaciones para determinar la estructura algebraica llamada
reticulo.

33



CAPITULO 2

2. Estudio y andlisis sobre raices primitivas, bases e indices"'.

En el estudio del capitulo anterior se analizaron

los residuos dejados por potencias de un

namero a al ser divididas entre un namero p y en particular, se estudiaron congruencias del

tipo a® = 1 (méd p) con p primo. Ahora se enfocara el presente estudio en las congruencias

a® = b (méd p). Como se observa, se redirigira la atencion al comportamiento de todas

variables a,d,b y p; designando un valor para a y p, y variando a d (los valores para b se

obtienen a partir de los valores de a,p y d). Asi, para empezar, en la siguiente tabla se ha

registrado algunos valores de b para diferentesa y d con p = 19:

ponente d
1| 2| 3|4|s5|6|7|8|9|10|11|12|13|14| 15| 16| 17| 18| 19
Baseo

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 4 g8 16| 13 7] 14 9| 1&( 17| 15| 11 6| 12 3| 10 1 2
3 3 9 g8 3| 15 7 2 6| 1&( 16| 10| 11| 14 4] 12| 17| 13 1 3
4 4| 16 7 9] 17| 11 =] 5 4| 16 7 9] 17 11 5] =] 1 4
3 5 6| 11| 17 9 7 16 4 =] 6| 11| 17 9 7| 16 4 1 =]
2] 6| 17 7 4 3 11 9] 16 6| 17 7 4 3 11 9] 16 1 &
7 70011 1| 7| 11| 1| 7| 11 70 1) 1| 7| 11| 1| 7| 11| 1 7
8 g 7| 18| 11| 12| 1| 8| 7| 18| 11| 12| 1| & 7| 18| 11| 12| 1| &8
9 9 5 7 6| 16 11 4] 17 1 5 7 6| 16 11 4] 17 1 9
10 10 5] 12 i) 31 11| 15| 17| 18 14 7|1 13| 16 4 2 1| 10
11 11 7 1] 11 7 11 7 1] 11 1] 11 7 11 7 1] 11
12 12| 11| 18 7 8 12] 11| 18 7 8 1] 12| 11| 18 7 1] 12
13 13| 17| 12 4] 14| 11 10| 16| 18 6 2 7| 15 5 g 9 1] 13
14 14 5] 8| 17| 10 7 3 4| 18 3 13 11 2 9] 12| 1&| 15 1] 14
15 15| 16| 12 9 21 11| 13 5| 18 4 3 7| 10| 17 g 6| 14 1| 15
16 16 9] 11 3 4 7|17 G 16 9| 11| 55 4 7|17 1| 16
17 17 41 11| 16 6 7 k] 9 17 4] 11| 16 =] 7 5 9 1| 17
13 18 1] 18 1] 18 1] 18 1| 18 1| 18 1| 18 1| 18 1] 18 1| 18
19 ol of 0o o 0 0 ©0 ©O ©0 ©0 w0 0f 0o o 0 0 0 0o 0

Tabla 11. Residuos que deja la congruencia a®

v Proposicién 57 (Gauss, 1995)
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Para esta tabla, cada nUmero representa el residuo minimo (Gauss, 1995) de la base a elevada
al nimero d, con el médulo 19. Por ejemplo, 25 = 13 (mod 19) 2y 5 de color rojo y 13
color rosado; lo mismo para 13'° = 6 (mod 19) como muestra la Tabla 11; y asi para todos

los demas numeros.

Acerca de los patrones encontrados. Los residuos generados por las potencias a¢ (cona y d
entre 0 y 19) en modulo 19, son todos diferentes y menoresa 19, luego se comienzan a repetir
después que uno de ellos es igual a 1, este analisis se evidencio anteriormente en la Tabla 2, a
este comportamiento se llamé periodo; con esto se puede afirmar que los residuos que
producen las potencias hasta cierto valor nde una base a son todas diferentes entre si

(incongruentes).

—
[N
7]
I
n
[=)]
=]
=]
[¥:]
=
=
=
[
=
X
=
[
=
B
=
Ln
=
[=)]
=
=]
=
=]
=
o

1] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2
 BEREREERERREREERN
41 4] 16 7 9| 17| 11 & = 1 4 16 7 3] 17| 11 B E 1 4
| 3 6 11| 17 9 7| 16 4 1 2 6| 11| 17 3 7| 16 4 1 E
& 6| 17 7 4 2| 11 3| 16 1 6| 17 7 4 2 11 3 16 1 &
77 11 1 7011 1 7] 11 1 711 1 7 11 1 71 11 1 7
g 8 | 18| 11| 12 1 g 7| 18| 11| 12 1 8 7 18| 11| 12 1 g
gl 9 3 7 6 16( 11 4 17 1 9 5 7 6| 16| 11 41 17 1 9

Tabla 12. Muestra las propiedades de la congruencia a® = b (mod 19) como el periodo y las raices
primitivas a 19

Por ejemplo, en la Tabla 12 las potencias de 4,5,6,9,16y 17 (color rosado) se repiten

después de que llegan a la novena potencia, pero los de 7 y 11 (color azul) no se repiten hasta
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después de la tercera potencia. Para las demas potencias ocurre lo mismo, haciendo la
salvedad que no ocurre con la misma frecuencia (distinto periodo) como se mostro en la

Tabla 12 (cada color agrupa las potencias con el mismo nudmero de residuos).

El interés del presente estudio se centra en las bases a que muestran los nimeros de color rojo

en la anterior tabla, ya que para estos, los numeros b, se repiten después del exponente p - 1.
Esto hace referencia a la pertenencia que se menciond en la anterior proposicion, lo que
significa que 2,3,10,13,14 y 15 pertenecen a 18. Gauss llamo a estas bases, raices
primitivas de 19, precisando, se dird que la base a es una raiz primitiva de p, si y solo si a
pertenece al exponente p — 1. Esto implica que si a es una raiz primitiva de p, entonces todas
las potencias de a desde 1y hasta p — 1, son diferentes entre si y por tanto, alli se distribuiran
los nimeros desde el 1 y hasta el p — 1. Asi por ejemplo, las potencias de 3:
31,32,33,34,35,35,37,38,39,310 311 312 313 314 315 316 317y 318 producen los siguientes
residuos respectivamente, 3, 9, 8, 5, 15, 7, 2, 6, 18, 16, 10, 11, 14, 4, 12, 17, 13 y 1 donde se
ve que todos los residuos son diferentes entre si, ademas estos residuos son los nimeros entre
Oy 19.

Ahora, si fijamos la atencidn en las raices no primitivas y observamos la Tabla 15, se observa
que algunas de ellas son congruentes a 1 en el noveno exponente (color rosado), en el tercero
(azul claro), segundo (azul) y en el sexto (color verde). Como puede apreciarse todos estos
exponentes son divisores de 18 (Gauss, 1995). Las raices primitivas tienen la caracteristica
especial de que todos los residuos minimos son congruentes a algunas de sus potencias. Asi,
para las potencias de 2, dentro del periodo se encuentra cada nimero entre 0 y 19 distribuidos

de la siguiente forma:

21 =2 (mod 19)
22 = 4 (mod 19)
23 = 8 (mod 19)
2% =16 (mod 19)
25 =13 (mod 19)
2% = 7 (mod 19)

27 =14 (mod 19)
28 =9 (mod 19)
2° = 18 (mod 19)
210 =17 (mod 19)
211 =15 (mod 19)
212 = 11 (mod 19)

213 = 3 (mod 19)
21 =6 (mod 19)
215 =12 (mod 19)
216 =5 (mod 19)
217 =10 (mod 19)
218 =1 (mod 19)

Tabla 13. Congruencias de las potencias de 2 (raiz primitiva) con los elementos del periodo entre 0 y 19.
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En este caso se tiene 2¢ = b (mdd 19), entonces a cada residuo b le corresponde una
potencia de 2 (2 raiz primitiva de 19), es decir, existe un exponente (e) relacionado con 2 que
cumple ser congruente a b. En general Sea a una raiz primitiva de p, entonces para cada

b € R, existe e € R, de modo que a® = b (mdd p). El elemento e recibe el nombre de indice

de b.

En el caso particular 2° = b (mé6d 19), dichas correspondencias son:

b{1/2 345|677 ,8|9/10/11 (12|13 |14 /15|16 |17 |18

e 0|1 /132 |16|14|6 |3 |8 |17 |12 |15| 5 | 7 |11| 4 |10 | 9

Tabla 14. Correspondencia entre los residuos b y los indices e en la congruencia 2¢ = b (méd 19).

Por ser b un elemento del periodo, se puede garantizar que cada b esta relacionado con
infinitos valores para e, de la misma manera cada e esta relacionado con infinitos valores de

b, todos estos en modulo p — 1 (para este caso 18).

Por ejemplo: 2¢ = 4 (mdd 19), como se muestra en la tabla e = 2, pero también puede ser
20,38, ...,18q + 2, para mayor claridad ver Tabla 2, lo que indica los infinitos valores que
puede tomar e con respecto un b. Ahora si se tiene 22 = b (méd 19), se ve que b puede

tomar los valores 4, 22,40, ... ,18q + 4, por ende b no tiene un valor fijo.
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CAPITULO 3

3. Algoritmos de los indices""

Con las raices primitivas no solamente se busca la congruencia entre ciertos nimeros, también
facilitan y dan la posibilidad de generar propiedades con respecto a los indices, para facilidad
se designa al indice de un nimero b como IND(b). Luego, de manera particular se continua
con el caso a = 2, raiz primitiva de 19, en el estudio de casos y propiedades; teniendo como
punto de partida la Tabla 14. Es importante aclarar que todas las congruencias que se trabajan

son de la forma IND(b) = e (méd p), pero en adelante se omitiran los modulos.

3.1 Procedimientos algoritmicos para el calculo de indices.

A continuacién se muestran conjuntos previamente seleccionados de acuerdo a una
caracterizacion entre sus elementos, con el fin de analizarlos desde una perspectiva
algoritmica y asi determinar y evidenciar regularidades en la obtencidn del indice de dichos

elementos, para esto se nombraron los siguientes casos:
Caso 1: Conjunto M en el cual sus elementos se obtienen como el producto de dos primos
diferentes:

M = {6,10,14, 15}

Segun la Tabla 14:

IND(b) = e
IND(6) = 14
IND(10) = 17
IND(14) = 7
IND(15) = 11

Vil e s , . s
Proposicién 58 (Gauss, 1995): Los teoremas que tratan sobre los indices son completamente analogos a los
que se refieren a los logaritmos.
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Se expresa los elementos de M de tal forma que se muestren como producto de factores, por
ejemplo: 6 = 2 x 3; al observar la Tabla 14 se visualiza que el indice de los factores
individuales encontrados son respectivamente 1y 13, los que suman 14, luego este cumple

ser el indice asociado con 6 (NUmero compuesto).

De manera analoga se muestra a continuacion esta particularidad para los demés elementos:

IND(10) = 17

IND(10) = IND(2 x 5)
IND(10) = IND(2) + IND(5)
IND(10) =1+ 16 = 17

IND(14) = 7

IND(14) = IND(2 X 7)
IND(14) = IND(2) + IND(7)
IND(14)=1+6=7

Ejemplo “especial”

IND(15) =11

IND(15) = IND(3 x 5)
IND(15) = IND(3) + IND(5)
IND(15) =13+ 16 = 29

11 = 29 (mébd 18)

IND(15) =11

Se llamo “especial” porque su verificacion no es la misma con respecto a los anteriores
ejemplos, como se puede observar, la suma de los indices es mayor a 18, de forma general
mayor que p — 1, entonces para comprobar la veracidad del resultado, se busca su entero
congruente en modulo 18, pues como se ha visto, a un indice le corresponden varios nimeros

b.
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En conclusidn, con este patrén es posible ver que el indice de un nimero compuesto sera igual
a la suma de los indices de cada uno de sus factores en mddulo p — 1, la cual tiene una

estrecha relacion con la propiedad de los logaritmos: log(ab) = log(a) + log(b).

Caso 2: Conjunto P en el cual sus elementos son potencias cuyas bases son niUmeros primos.

P = {4,8,9,16}
Segun la Tabla 14:
IND(b) = e
IND(4) =2
IND(8) =3
IND(9) =8
IND(16) = 4

Se expresan los b como potencias de nimeros primos, por ejemplo 4 = 22 | segin la Tabla 14
se puede ver que el indice de 2 es1, y al multiplicar este por su exponente 2 da como

resultado el indice del nimero compuesto, para este caso 2.

Para mayor claridad a continuacidén se muestra el procedimiento para los otros elementos de
P:

IND(4) =2

IND(4) = IND(2%)

IND(4) =2 X IND(2)

IND(A)=2x1=2

IND(8) = 3

IND(8) = IND(22)
IND(8) = 3 x IND(2)
IND(8)=3x1=3
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IND(16) = 4

IND(16) = IND(2%)
IND(16) = 4 x IND(2)
IND(16) = 4 x 1 = 4

Similar al ejemplo “especial” de la Caso 1:

IND(9) =8

IND(9) = IND(32)

IND(9) = 2 X IND(3)

IND(9) =2 x 13 = 26
8 = 26(méd 18)

IND(9) =8

En resumen, el indice de un nimero compuesto por las potencias de un nimero primo es igual

al producto del indice de la base y el exponente de la potencia en mddulo p — 1. Al igual que

en el Caso 1, aqui se puede nombrar y relacionar a otra propiedad presente en los logaritmos:
log(a?) = b X log (a).

Al tener estos casos, la idea es facilitar procedimientos para adquirir IND(b) de cada b, a

continuacion se muestran ejemplos de como se pueden utilizar:

IND(12) = 15
IND(18) = 9

Teniendo en cuenta los algoritmos para los casos 1 y 2, se tiene:

12=22x3

El IND(12) esigual a la suma de los indices de sus factores (caso 1), es decir:

IND(3) + IND(22),
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pero como uno de los factores es una potencia de un numero primo (22), se utiliza el caso 2,

que indica que es igual al indice de la base por su exponente:

IND(2) X 2,

de lo que se obtiene: IND(3) + IND(2%) = 13 + (1 x 2) = 15, donde se puede verificar la
igualdad con IND(12).

Se verifica lo anterior para b = 18:

IND(18) =9

IND(18) = IND(2 x 32)

IND(18) = IND(2) + IND(3?)

IND(18) =1+ [2 X IND(3)]

IND(18) = 1+ (2 x 13) = 27
9 = 27 (méd 18)

IND(18) =9

3.2 Teoremas de indices.

Con el anterior analisis se encuentra el indice para cualquier nimero; lo primero es conocer
los indices de los primos menores a p; Yy luego, identificar si dicho indice se encuentra entre
los nimeros mayores, menores o multiplos de p; con el fin de realizar los procedimientos

que a continuacion de muestran:

e Indices de nimeros menores a p: en el caso que el nimero sea un entero positivo
menor a p y compuesto, se puede utilizar el Caso 1, el Caso 2 o la combinacion de los
dos casos.

e Indices de nimeros mayores a p (diferentes a mualtiplos de p): si el nimero es mayor
a p, entonces debe existir un b congruente a este nimero en modulo p, se debe

analizar si el nlmero es primo o si es compuesto.
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e indices de nimeros multiplos a p: No existen, ya que no existe una raiz primitiva que
se eleve a cualquier exponente y de como residuo a 0.

De la proposicién 58 (Gauss, 1995)""

y de la ejemplificacion anterior surgen tres teoremas
importantes sobre indices, es por esto que a continuacion se demuestran de manera formal

cada uno de ellos:

Sea:
1. a® = b (méd p) con a raiz primitiva de p donde a?~! = 1 (méd p), p — 1 menor
entero positivo que cumple la congruencia.
2. IND(b) = e, escrito de otra forma es a® = b (méd p).
Teorema 1:

El indice de una potencia de a (raiz primitiva asociada al médulo p) es congruente al

exponente de la potencia en médulo p — 1.

Para esto, se parte de:
IND(a*) = y
Utilizando a (2) se reescribes lo anterior:

a’ = a*(mod p)

Por la proposicion 48 (Gauss, 1995) y de la anterior congruencia se obtiene:
y=x(médp—1)
Luego el indice (y) es congruente con el exponente de la potencia (x), es decir:
IND(a*) =x (médp —1)

Teorema 2:

El indice del producto compuesto de cualquier nimero de factores es congruente, segun el

modulo p — 1, a la suma de los indices de los factores individuales.

Vil , . s .
Los teoremas que tratan sobre los indices son completamente analogos a los que se refieren a los

logaritmos.
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Sea
IND(A) =w

IND(B) = u

Por (2) se tiene que:
a¥ = A(mod p)

a" = B(méd p)

Al multiplicar las dos congruencias anteriores se tiene:

a"¥a" = AB(médd p)
Reescrito queda:
a¥** = AB(mod p)

Luego por Teorema 1 y reemplazando se tiene:
w+u =IND(A) + IND(B)(méd p — 1)
Lo que significa

IND(AB) = (IND(A) + IND(B)) (méd p — 1)

Teorema 3:
El indice de la potencia de un nimero cualquiera es congruente, segin el moédulo p —1, al

producto del indice del nimero dado por el exponente de la potencia.

Al tener
IND(A) =y
Se sabe que:
a’ = A

Si se tiene un indice de la siguiente forma: IND(A™) = y, entonces:

IND(A™) = IND((a”)") = IND(a”™)
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Por el teorema 1:
IND(a”™) = yn (médp — 1)

Reescribiendo y reemplazando a y:

IND(a*™) = n IND(A)(méd p — 1)
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Conclusiones

A lo largo del presente estudio logré6 demostrarse un campo amplio de exploracion y
comprobacion de ideas expuestas por el matematico Gauss. Esto implicé un uso extensivo y
reflexivo de conocimientos previos, argumentos, reglas y algoritmos lo que conllevo a la
elaboracién de hipdtesis y conjeturas; procesos que posibilitaron una mejor comprension e
interpretacion de los resultados.

Las afirmaciones y resultados encontrados fueron sometidos a pruebas de las cuales algunos
se refutaron, juzgando su validez y otros se aceptaron bajo argumentos l6gicos, como es el

caso especifico de la construccion de la funcion X: D(p — 1) — R,,, funcién que en principio

tiene un comportamiento similar a la funcion ¢ de Euler y cuyo proceso de construccion
permite probar la igualdad de estas dos funciones a partir de los residuos de la congruencia
a® = 1 (mdd p); asi, a través de la solucion de un problema se obtiene un camino alternativo

para estudiar la funcion ¢ de Euler.

De otro lado, los procesos de estudio posibilitaron la construcciéon de estructuras algebraicas
como el grupo Z, 4 a partir de una particion en el conjunto de todas las potencias de 2 obtenida
al evaluar los residuos que estas dejan al ser divididas entre 19. Ahora bien, la otra estructura
algebraica construida, fue la de un reticulo, el cual surgio al restringir el dominio de la funcién
N, donde se estudiaron los elementos de la forma R = {N*({d})| d € D(p — 1)}. Con ayuda
de tablas y de software matematico se definié operaciones y estudio su estructura. En general,
las dos estructuras algebraicas son aportes que dinamizan la estructura del trabajo, pues como
se evidencid, la teoria de nameros es el eje principal del estudio, luego la creacion de
estructuras algebraicas es uno de los productos finales de este trabajo aprovechando los
resultados obtenidos.

En cuanto a nuestra formacién como docentes, consideramos que la propuesta de trabajo de
grado genera en nuestro quehacer diario la habilidad de saber y juzgar el porqué de ciertas
realidades matematicas. Asi mismo, nos direcciona hacia la implementacion de procesos
donde se vea la ensefianza impartida como la accion de guiar y facilitar el descubrimiento y el

pensamiento critico, claro esta sin olvidar todo el sistema conceptual previo.
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