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2.Descripcion

Este trabajo de grado se encuentra en la modalidad de Trabajo de Grado asociado al
interés profesional del estudiante. Se pretende identificar y ejemplificar las distintas fases
de generalizacion en el desarrollo de tareas propuestas a estudiantes que cursan
Aritmética en la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional, en
el segundo semestre de 2012, experimentando, de esta manera algunas actividades
propias del ejercicio investigativo en Educacién como lo es la apropiacion de referentes
tedricos, el disefio de instrumentos de indagacion y la interpretacion de resultados.




3.Fuentes

Se consultaron 18 documentos entre libros, tesis de grado y articulos de revistas
referentes la nocion de patrones y generalizacion matematica. Las fuentes mas
destacadas para la realizacion del trabajo de grado fueron: Mason, J., Graham, A.,
Pimm, D., & Gowar , N. (1999), Garcia (2011), Grupo Azarquiel (1993) y Trujillo (2008).

4. Contenidos

El trabajo de grado inicia presentando los preliminares, donde se encuentra la
introduccion que muestra una vision de lo que incluye el documento; la justificacion y los
objetivos.

Seguidamente, se presenta el marco teorico en el que se describe qué se entiende por
generalizacion, sus fases y se presentan dos taxonomias para el proceso de
generalizacion, éstas son Utiles ya que con base en ellas se establece una taxonomia
alternativa, a partir de la cual se interpretan y organizan los resultados del instrumento
utilizado.

Luego de ello se encuentra la metodologia organizada en seis etapas; ademas, se
presenta el andlisis con su respectiva ejemplificacion de cada nivel en cada fase de
generalizacion y finalmente las conclusiones respecto a los resultados y a los
aprendizajes alcanzados.

5.Metodologia

La metodologia que se utilizé para elaborar este trabajo de grado, que se encuentra
especificamente en el capitulo 3, se organiza en seis etapas distintas, asi: 1.
Documentacion. 2. Primer pilotaje. 3. Determinacion de los niveles de las fases de
generalizacion. 4. Disefio del instrumento y pilotaje. 5. Aplicacion del instrumento final6.
Interpretacion de resultados, lo cual se hizo a partir de la taxonomia elegida acerca de
los niveles de generalizacion, eligiendo ejemplos significativos para cada uno de los
niveles.

6.Conclusiones

En cuanto a la indagacion acerca de fases de generalizacion, a través del disefio y
aplicacion de un instrumento se concluye lo siguiente:

e Este trabajo permitié ampliar el conocimiento de las autoras en cuanto a los tipos




de tareas y secuencias que se pueden proponer y el tipo de preguntas que se
podian formular para evidenciar las distintas fases de generalizacion.

e También se concluye, en acuerdo con el Grupo Azarquiel (1993) y tras el andlisis
del instrumento, que las secuencias de figuras geométricas son mas faciles de
manipular, pues se observé que se describia facilmente la regla de formacion y lo
comun entre las figuras. Asi mismo, se plantea que de acuerdo como el
estudiante vea la secuencia, de la misma forma sera su “descripcién” e inclusive

su “expresion simbolica”.

Para finalizar en cuanto a la ejemplificacionde cada nivel de las fases del proceso de

generalizacion de patrones desde el andlisis del instrumento, se concluye que:

e La utilizacion de una representacion simbodlica para expresar una generalidad
puede llevar tiempo en algunos estudiantes; sin embargo, a través de las distintas
fases de generalizacion se puede observar el uso de lenguaje matematico y de
objetos matematicos para hacer descripciones o presentar conjeturas.

e Se puede concluir que algunos estudiantes que encuentran una generalidad, no
formulan una conjetura que relacione todas las partes dadas o construidas, como
por ejemplo, en la parte del instrumento donde se pedia expresar el nUmero de
puntos de la figura en forma de sumatoria y también como una potencia, se
formula la conjetura en términos de la sumatoria o de la potencia solamente, sin

relacionar los dos objetos incluidos en el problema.

Elaborado por: HERRERA Leidy, GAITAN Angela

Revisado por: MORA Lyda
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1. PRELIMINARES

1.1 INTRODUCCION

Este trabajo de grado se encuentra en la modalidad de Trabajo de Grado asociado
al interés profesional del estudiante. Resulta del interés académico de las autoras
en el campo de la Educacion Matematica, en particular, en los procesos de
generalizacion en algebra. Se pretende identificar y ejemplificar las distintas fases
de generalizacion en el desarrollo de tareas propuestas a estudiantes que cursan
Aritmética en la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica
Nacional, en el segundo semestre de 2012, experimentando, de esta manera
algunas actividades propias del ejercicio investigativo en Educacion como lo es la
apropiacion de referentes teoricos, el disefio de instrumentos de indagacion y la

interpretacion de resultados.

Teniendo la concepcion del algebra no solo como lenguaje meramente simbdlico
sino como una forma de pensar, como una manera de ver un problema, como un
medio para proveer oportunidades para la resolucién de problemas (Davis, 1985
citado por Socas, 2011) y ser una dimension clave de toda actividad matematica
como lo expresa el mismo Socas (2011), es entonces la generalizacion de
patrones un proceso especifico del pensamiento algebraico yesencial en la

actividad matematica.

Con este trabajo se profundiza en esta tematica —la generalizacién en algebra—,en
cuanto a los tipos de tareas y secuencias que se pueden proponer, las distintas
fases de generalizacion y el tipo de preguntas que se pueden formular. También
se evidencia en el capitulo 4 lo que los estudiantes de primer semestre de la
Licenciatura en Matematicas realizan en cada fase de los procesos de

generalizacion respondiendo a las preguntas ¢qué observan?, ¢como se



comunican?, y ¢como verifican?, si es que lo hacen, y asi, obtener mayor claridad

acerca de las diferencias entre cada fase.

Para el desarrollo de este documento, primero se establecieron unos elementos
de analisis, para cada una de las fases de generalizacién, teniendo como
fundamentos la tesis de maestria de Garcia (2011), la taxonomia de Ellis
modificada por Trujillo (2008) y otros documentos que se precisan en marco de

referencia, lo cual se desarrolla en el capitulo 2.

1.2 JUSTIFICACION

Con este trabajo de grado se pretende cumplir con todos los requisitos para
adquirir el titulo de Licenciado en Matematicas; ademdas se considera importante
en la formacion de los futuros profesores ya que se realiza un acercamiento al

ejercicio investigativo.

Se pretende realizar la ejemplificacion de las fases de generalizacion, ya que no
se cuenta con documentos suficientes que ejemplifiquen estas fases y que
muestren las diferencias entre una y otra; por lo tanto, se espera ayudar a los
lectores a identificar esas diferencias e incentivar a realizar trabajos con este

enfoquen que ayuden a las investigaciones en cuanto a generalizacion algebraica.

1.3 OBJETIVOS

1.3.1 GENERAL

Identificar las distintas fases de la generalizacion de patrones y ejemplificar los
niveles asociados a cada una de ellas por medio del analisis de un instrumento

resuelto por estudiantes de primer semestre de la Licenciatura en Matematicas de



la Universidad Pedagdgica Nacional, que cursaron Aritmética en el segundo

semestre de 2012.

1.3.2 ESPECIFICOS

Para alcanzar el objetivo general se establecen los siguientes objetivos

especificos:

e Apropiacion de referentes tedricos respecto a la generalizacién algebraica y
las fases de generalizacion y, determinacion de los niveles asociados a

cada fase a partir de propuestas de varios autores.

e Indagacion acerca de las fases de generalizacion que evidencian
estudiantes de primer semestre de la Licenciatura en Mateméticas de la
UPN a través del disefio y aplicacion de un instrumento basado en

secuencias matematicas de tipo numeérico y geomeétrico.

e Ejemplificacion de cada nivel de las fases del proceso de generalizacion de
patrones desde el analisis del instrumento.



2. MARCO DE REFERENCIA

En este capitulo se presentan los fundamentos conceptuales de este trabajo de
grado, se describe qué se entiende por generalizacion, sus fases y dos
taxonomias para tales fases, a partir de las cuales se establece una taxonomia
alternativa que se constituye en la base para la organizacion de los ejemplos que

son el centro de este documento.

2.1 GENERALIZACION

La generalizacion es uno de los procesos mas importantes de la actividad
matematica y uno de los que mas se utiliza al establecer proposiciones y resolver
problemas (Azarquiel, 1993); sin embargo, para muchas personas este proceso
presenta cierta dificultad y muy posiblemente por ello, en varias ocasiones no

alcanza a ser culminado con éxito, tal como se mostrara en el capitulo de analisis.

De acuerdo al Diccionario Real de la Lengua Espafiola, en su vigésima segunda
edicion (1992), generalizacion viene del verbo generalizar, palabra que significa:
“Considerar y tratar de manera general cualquier punto o cuestion. Abstraer lo que
es comun y esencial a muchas cosas, para formar un concepto general que las

comprenda todas.” (p. 765)

Esta definicibn se encuentra relacionada con la idea de generalizacidon que en
Educacion Matematica algunos autores proponen. Mason et al. (1999),por
ejemplo, menciona que la generalizacion es el proceso que permite dar vida a las
matematicas a través del algebra, cuyo lenguaje permite expresar cualquier

generalidad en matematicas, de manera que es necesario tener algo que decir y



por tanto, es indispensable percibir algin patrén o regularidad, esto significa
encontrar lo que es comun, para luego tratar de expresar lo que se observa, o

dicho en otras palabras comunicarlo a alguien.

El lenguaje algebraico permite, con respecto al natural, expresar lo general a
través de simbolos; sin embargo, aunque la expresion simbdlica permite manejar
las relaciones generales, hay que mencionar que generalizar y simbolizar son dos
procesos distintos. Esto significa que, generalizar no es solamente pasar de casos
particulares a una expresion en lenguaje algebraico simbdlico, por ejemplo, no
necesariamente se esta generalizando cuando se colige,de 1 +2 +3=6,2+3 +
4=9,3+4+5=12,que a+b+c=d, pues no hay alguna propiedad en comun
gue se esté expresando en lenguaje algebraico a partir de los casos particulares
dados. Ni tampoco se generaliza cuando se pretende hacer una definicién acerca
de una coleccién de objetos a través de las propiedades de solamente uno de

ellos (Grupo Azarquiel, 1993).

El proceso de generalizar es uno de los procesos que ocurren en cualquier nivel
del pensamiento matematico y se incluye en el proceso de abstraer, de esta
manera “generalizar es inducir de casos particulares, identificar aspectos en
comun, para expandir dominios de validez” (Dreyfus, 1991, p. 35, traduccion libre
realizada por Mora, 2012).

Para Sessa, (2005) “generalizar es encontrar caracteristicas que unifican,
reconocer tipos de objetos y problemas” (p 71.), es la consolidacion de
caracteristicas comunes de elementos de un conjunto (nimeros, reglas, graficas,
etc.) expresadas de manera sintetizada, la generalizacién es la idea que unifica
muchas caracteristicas y permite ademas reconocer tipos de objetos y problemas.
En el estudio que realiza esta autora sobre generalizacion, identifica dos formas

de trabajo que involucra lo algebraico desde dos aspectos diferentes estos son:

e La produccion de férmulas para contar colecciones.



e La formulacion y la validacion de conjeturas sobre los numeros y las

operaciones.

Asi mismo, Mason (1989 citado por Esquinas, 2008), alude que el proceso de
generalizar significa descubrir alguna ley general que indique: qué parece ser
cierto (una conjetura); por qué parece ser cierto (una justificacion) y donde parece
que es cierto, esto es, un planteamiento mas general del problema. (p. 94). Esta
idea de Mason, lleva a establecer algunas etapas o fases presentes en el proceso

de generalizar.

2.1.1 FASES DE GENERALIZACION

Segun Mason et al. (1999), en la generalizacion se identifican cuatro etapas “Ver”
un patron, “Decir” cudl es el patron ,“Registrar” un patron y “Probar” la validez de
las férmulas, la primera se relaciona con la identificacion mental de un patron o
relacion, que se exterioriza a través de sus acciones o su discurso, es decir
identificar algo comun que se expresa, por ejemplo, presentando otro objeto
particular en una secuencia; la segunda, estd directamente relacionada con
expresar lo que se “ve” por medio del lenguaje escrito mientras que la tercera se
refiere a la comunicacién de una idea completa o conclusién de lo que se “dijo”, y
como Uultima fase se debe probar la validez de la regla, ésta consiste en dar

argumentos del porqué funciona el patron encontrado.

Para el Grupo Azarquiel (1993) se distinguen dos partes de la generalizacion, una
tiene que ver con el proceso y la otra tiene que ver con su expresion y consideran,
con base en ello, tres etapas en el proceso de la generalizaciéon: “Ver”, “Describir”

y “Registrar” (no consideran la “Verificaciéon” como fase).



2111 VER

De acuerdo al Diccionario Real de la Lengua Espafiola en su vigésima segunda
edicion (1992), Ver significa “percibir algo con cualquier sentido o con la
inteligencia”, para el Grupo Azarquiel (1993), Ver significa ir mas alla, identificar la
caracteristica que hace Unica una situacion, encontrar lo que se mantiene en cada
caso para luego llegar a una regla que permita percibir lo general; Mason et al.

(1999) menciona que “Ver”es la identificacion de un patrén o de una relacion.

Segun el Grupo Azarquiel (1993) existen dos contextos mateméaticos en que se
pueden presentar situaciones relacionadas con ver regularidades: el geométrico y
el numérico. En las actividades con secuencias geométricas 0 numéricas se debe
pedir a los estudiantes la figura o nimero siguiente, esperando asi, que con ello el
estudiante manifieste que ve un patron, formulando asi preguntas como: ¢ Cuél es
la siguiente figura o nimero de la secuencia, dibujela/o? ¢Qué es lo comun en
estas figuras o numeros? ¢ Cuantos objetos de la figura (puntos, cuadros, etc.) se
necesitan para la figura 10, 12 y 30? ¢De qué forma estan ubicados los objetos de
la figura? ¢ Cual es el niumero que continta? Escriba el nimero de la posicién 10,
15, 30. (Mason et al, 1999)

2.1.1.2 DESCRIBIR

Para la segunda fase, “Describir’, se espera que los estudiantes manifiesten con
palabras o “lenguaje natural” aquello que se ve,el patrén que han identificado, sin
utilizar necesariamente la sintaxis formal algebraica. Decir se desarrolla mediante
el lenguaje oral o escrito presentando ideas relacionadas con la propiedad general
gue se observé con anterioridad; cuando se describe, se mencionan las
caracteristicas que se ven de los objetos involucrados y se explica la forma en la
gue se percibe lo que es igual y lo que es diferente; asi, la forma en como se

describe informa acerca de la manera como se ve el patron y que mas adelante



determinard la expresion simbdlica, si es que ésta se da. Para lograr que se haga
una descripcién, se deben incluir dentro de las actividades preguntas que
indaguen sobre cdmo se encontré el siguiente objeto de la secuencia, descripcion
de las caracteristicas comunes y las que no, como se pasa de la primera figura a
la siguiente, recordando que todas estas respuestas deben ser puestas por escrito

para clarificar los pensamientos y evitar o disminuir la ambiguedad.

2.1.1.3 REGISTRAR

La tercera fase, “Registrar’, tiene como objetivo la expresion escrita en forma
completa de las relaciones cuantitativas que se observan llegando a la formulacién
de una conjetura, esto no implica necesariamente que se escriba el patron hallado
de manera simbdlico algebraica, se puede hacer uso de otros elementos como
dibujos, palabras o simbolos y palabras que sean utiles al momento de hacer una

formulacion o hipétesis.

En esta fase se escribe de forma sucinta lo que se encontré en las fases
anteriores pero se requiere mayor precision y completitud en lo que se expresa,
respecto a la fase anterior, para lograr esto, el Grupo Azarquiel (1993) afirma que
se debe animar a los estudiantes a utilizar todos los elementos necesarios
(figuras, dibujos, simbolos propios o generales) para formular expresiones acerca
de la relacién entre los objetos. Se debe convencer a los estudiantes de que esta
expresion quede suficientemente bien y de forma reducida, para luego reemplazar
algunas palabras por simbolos y finalmente llegar a la expresion simbdlica.
Aunque la expresion de la generalidad puede hacerse por medio de palabras,

simbolos o palabras y simbolos.



2.1.14 VALIDAR

La dltima fase propuesta por Mason et al. (1999) en el proceso de generalizar
tiene que ver con la justificacion de la conjetura. Para decir por qué la regla es
correcta se debe tener una nocion de lo general, ejemplificando lo particular para
llegar a ello, reconociendo las caracteristicas comunes y especificas que
continban en cada ejemplo; en esto, tiene gran importancia lo que se “Ve” porgque
dependiendo de ello sera la declaracion general de lo que es comun a todos los
casos. Para Cafnadas (2002), luego de probar si la expresion dada funciona para
varios casos se puede hacer una hipotesis si esta se cumple en general, para

luego dar las razones que expliquen la conjetura realizando una prueba formal.

Para Mason et al. (1999) algunas de las preguntas que favorecen el trabajo de
probar una conjetura son: ¢Cémo crece el patron?, ¢ Por qué la regla funciona?,
¢, Qué hay en comun?, ¢ COmo se esta seguro de que la regla siempre funciona?
¢Por qué se da esa situacion? ¢Qué clarificaciones necesita usted para hacer

estas expresiones mas exactas y precisas?

Para Mora (2012), esta ultima etapa del proceso de generalizar, que consiste en
dar argumentos del porqué funciona el patron encontrado, en la mayoria de los

casos se omite.

Al interior de estas cuatro fases se dan otras, las cuales han sido propuestas por
algunos autores como subfases o niveles. Enseguida, tal como se mencioné
anteriormente, se presenta un par de taxonomias, que se constituyeron en la base
para establecer los niveles de cada una de las fases de generalizacion que se

ejemplifican en este trabajo.



2.2 TAXONOMIAS PARA EL PROCESO DE GENERALIZAR

Garcia (2011), en su tesis de maestria propone diferentes niveles al interior de
cada una de las cuatro fases de generalizacion antes mencionadas, de esta
manera establece estrategias de nivel que le permiten identificar las rutas que
siguen los estudiantes en el proceso de generalizar. Las distintas fases propuestas

por Garcia (2011) y sus respectivos niveles se muestran en la tabla 1:

Estra- FASES EN LA CONTRUCCION DE UNA GENERALIZACION
tegias VER DECIR ESCRIBIR VERIFICAR
de
nivel
I (Ql) Observar la (DIT) Describir Escribir las propiedades
imagen como un todo. caracteristicas de la | comunes entre los casos
imagen como un (EPCP) Escribir con
todo. palabras las
caracteristicas de la
imagen

(EPCM) Escribir con
palabras y simbolos las
caracteristicas de la
imagen.

(EPCS)Escribir con
simbolos las
caracteristicas de la
imagen.

I (Al) Analizar la imagen | (DPC) Describir las Escribir caracteristicas de
(Descompone el todo propiedades las partes en un todo.

en sus partes) comunes entre los (ECPP) Escribir con
casos particulares. palabras las propiedades
comunes entre los casos
particulares

(ECPM) Escribir con
palabras y simbolos las
propiedades comunes
entre los casos
particulares.

(ECPS) Escribir con
simbolos las propiedades
comunes entre los casos

particulares.

1} Establecer relaciones (DRP) Describir la Escribir la forma en que se
entre las partes de la forma en que se relacionan las partes.
imagen relacionan las partes
(ERN) Establecer (EFRP) Escribir con
relaciones necesarias. palabras la forma en que

se relacionan las partes.




(ERS) Establecer
relaciones suficientes

(EFRM) Escribir con
palabras y simbolos la
forma en que se
relacionan las partes.

(EFRS) Escribir con
simbolos la forma en que
se relacionan las partes.

\Y (CRP) Conjeturar
acerca de las
relaciones entre las
partes de la imagen.

(DCR) Describir la
conjetura observada
de relaciones entre
las partes

Escribir la conjetura
observada de las
relaciones entre las
partes.

(VCTC) Verifica su
conjetura
construyendo un
término cercano.

(ECOP) Escribir con
palabras la conjetura
observada de las
relaciones entre las
partes.

(VCC) Verifica su
conjetura haciendo
uso de la
calculadora.

(ECOM) Escribir con
palabras y simbolos la
conjetura observada de
las relaciones entre las
partes.

(VCM) Verifica su
conjetura
manualmente.

(ECOS) Escribir con
simbolos la conjetura
observada de las
relaciones entre las
partes.

(NVC) No verifica
su conjetura.

Tabla 1: Fases en la construccion de una generalizacion. (Garcia, 2011)

Garcia (2011) organiza la tabla en categorias que se agrupan en cuatro niveles (I,
[, 1, 1V), de acuerdo a las estrategias utilizadas en cada una de las fases de
generalizacion (ver, decir, escribir y verificar); el nivel | se refiere a aquellas
estrategias que parten deVery Describir la imagen como un todo, en la fase
Escribir se escriben las caracteristicas comunes entre los casos; en el nivel Il se
ubican aquellas estrategias que se fundamentan en observar que se descompone
el todo en sus partes; en el nivel Ill se organizan aquellas acciones que se dan
cuando, se relacionanlas partes del todo entre si. Como ultimo nivel 1V, se
conjetura acerca de las relaciones entre las partes (Ver), permitiendo describirla
conjetura observada de relaciones entre las partes, escribiendola conjetura
observada de las relaciones entre las partes, en este nivel en particularaparece la

faseVerificar, la cual se divide en cuatro subniveles, de manera que es



consecuencia directa de la conjetura que se establece. Esta clasificacion, le

permite a la autora establecer las rutas de acceso a la generalizacion.

De otra parte,Ellis (2007) también propone diferentes niveles en el proceso de
generalizacion, su taxonomia se basa en la perspectiva orientada al actor, que
describe los diferentes tipos de generalizacion que utilizan los estudiantes cuando
razonan algebraicamente, ésta se divide en dos partes, la primera se refiere a la
actividad de los estudiantes cuando generalizan y se denomina acciones para la
generalizacion; la segunda parte hace referencia a las declaraciones finales de los
estudiantes acerca de las generalizaciones que hacen, se denomina

generalizaciones reflejadas.
Para la primera parte Ellis (2007) establece tres subcategorias o tipos:

o Relacion (Tipo 1): Los estudiantes asocian entre dos o méas problemas,
situaciones, ideas u objetos matematicos.

o Busqueda (Tipo II): Los estudiantes emplean una accion de repeticion
matematica para encontrar un patron.

° Extension (Tipo lll): Implica la expansién de un patrén, relacion o regla en
una estructura general.

La segunda parte,representa las declaraciones hechas por los estudiantes cuando
hacengeneralizaciones, estas seclasifica en tres subcategorias o tipos:

° Identificacién (Tipo IV): los estudiantes declaran un patron general.

o Definicion (Tipo V): Los estudiantes incluyen las definiciones claves de los
objetos, permitiendo dar la caracteristica fundamental, ya sea del patron, una
relacion o elementos comunes.

. Influencia (Tipo VI): Los estudiantes utilizan otros contextos para llegar a la
generalizacion.

La taxonomia utilizada por Trujillo (2008), hace uso de la segunda parte de la
taxonomia de Ellis, con algunas modificaciones. Trujillo, en su taxonomia no

incluye la subcategoria influencia (tipo VI), pues considera que hace referencia a



acciones que los estudiantes realizan para llegar a enunciar la generalizacion,
para Trujillo esta subcategoria se encuentra ubicada en las acciones para la

generalizacion.

Como en este trabajo, al igual que en el de Trujillo, se analizaran los productos
gue los estudiantes registrardn acerca de sus generalizaciones, esto es, las
declaraciones que hacen los estudiantes al generalizar, se tendra en cuenta la

taxonomia de Ellis(2007) modificada por Trujillo (2008), la cual se muestra en

latabla 2.
TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS
TIPO IV Fenémeno continuo: La identificacion de una propiedad dinamica que se extiende
Identificacion o mas alla de un ejemplo especifico.
enunciado 1. Similitud: Propiedad comun: La identificacion de una propiedad comun
Enunciado de una | a varios objetos o situaciones.
similitud o Objetos o representaciones: La Estructura: La
igualdad. identificacién de objetos como identificacion de
similares o idénticos. objetos como
similares o como
idénticos segun la
estructura.
Resultados: La
identificacion de
objetos como
similares o idénticos
en funcion de los
resultados, es decir
de sus valores
numéricos.
Situaciones: La identificacion de situaciones como similares
0 idénticas.
Principio general: Un enunciado de un Regla: La descripcion de una férmula
fenémeno general. general o hecho.
Patron: La identificacion de un patrén.
Estrategia o procedimiento: La
descripcidon de un método que se
extiende mas alla de un caso especifico.
Regla global: El enunciado del significado
de un objeto o idea.
Tipo V: Clases de objetos: La definicién de una clase de objetos que satisfacen todos una
Definicién. relacién dada, patrén u otro fenémeno.

Tabla 2:Taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas (Truijillo, 2008)




Haciendo uso de las dos taxonomias anteriormente sefialadas, se realiza el primer
pilotaje para clasificar las respuestas obtenidas por los estudiantes en ellas; sin
embargo, se observa que en la segunda taxonomia (es decir la propuesta por
Trujillo), a diferencia de la propuesta por Garcia (2011), no se especifican cada
una de las fases de generalizacion, esto dificulta la clasificacion de los ejemplos,
por lo tanto se vio la necesidad de sintetizar las dos taxonomias en una sola
obteniéndose asi una taxonomia final que se muestra a continuacion, con base en

la cual se realizara la interpretacion de los resultados encontrados.

Fases de la Niveles
generalizacion

Ver VCC: Presenta objetos de la secuencia con algunas caracteristicas en comuan (pero
no todas) a partir de los datos dados.

VCR: Presenta un objeto de la secuencia con todas las caracteristicas en comin,
relevantes para la secuencia, a partir de los datos dados.

Describir DCBI: Presenta caracteristicas comunes de poca importancia (innecesarias,
imprecisas) entre los casos particulares (dados o construidos).

DCAI: Presenta caracteristicas comunes importantes entre los casos particulares,
pero no presenta relaciones entre si.

DRP: Describe o presenta cdmo se relacionan las partes.

Registrar RFG: Registra una relacién patrticular.

RPG: Registra un patrén general que relaciona las partes involucradas en el
problema.

RMC: Presenta o0 describe un método que se extiende mas alld de un caso
especifico, lo cual puede hacerse a través de solo palabras, mezclando palabras y
simbolos o utilizando sélo simbolos mateméticos.

Validar o Verificar VCT: Verifica su conjetura con un término patrticular.

VCE: Justifica su conjetura, intenta explicarla.

VCM: Verifica su conjetura a través de algin mecanismo matematico.
VCD: Demuestra su conjetura a través de algin mecanismo matematico.

Tabla 3: Niveles establecidos para cada una de las fases del proceso de generalizacién

Esta taxonomia estuvo sujeta a cambios a través del andlisis del instrumento.




3. METODOLOGIA

Para la realizacion de este trabajo se establecieron seis etapas distintas, la
primera hace referencia a la revision de la documentacion utilizada, que permitio
orientar el trabajo para iniciar con la segunda etapa, en la que se describe el
primer pilotaje, con el fin de determinar qué deberia tenerse en cuenta en la
formulacion de las preguntas para que en las respuestas dadas fuese posible
identificar fases de la generalizacion, luego de identificarlas se inicia la tercera
etapa, en la que se determinan los niveles de las fases de generalizacion,
teniendo como referencia a Garcia (2011) y Trujillo (2008) tal como se mencioné
en el marco de referencia. Ya establecidos los diferentes niveles, se disefia el
instrumento, con una version inicial y su respectivo pilotaje, para corregir los
ultimos detalles que mas adelante se mencionaran; después de obtener el
instrumento final se inicia con la quinta etapa que se refiere a la aplicacién del
mismo; por ultimo, se hace una descripcion del analisis que corresponde a la sexta
etapa, que aunque se explicara con mas detalle en el siguiente capitulo, se
describirdn aqui brevemente los aspectos que se tuvieron en cuenta para su

desarrollo.

3.1 DOCUMENTACION INICIAL

En esta primera etapa, se estudiaron algunos documentos referidos a la
generalizacion, atendiendo a autores como Mason (1999), Grupo Azarquiel (1993),
Sessa (2005), Luque, C., Jiménez, H., y Patifio, D. (2007), Trujillo (2008), Mora
(2012) Socas (2011) y Garcia (2011), quienes con sus trabajos aportaron ideas
para la realizacion del instrumento como: tipos de secuencias que se utilizan en
tareas de generalizacion, algunas actividades, tipos de preguntas, tipos de

representaciones y fases de generalizacion.



3.2 PRIMER PILOTAJE

Antes del planteamiento de una primera version del instrumento, se seleccionaron

algunas preguntas referidas al proceso de generalizar con el fin de aplicarlas a

estudiantes del colegio Ambiental Los Catalanes que cursaban undécimo grado en

el afio 2012, puesto que una de las autoras se encontraba trabajando en el lugar,

el objetivo principal era obtener respuestas que permitieran identificar las

diferentes fases de generalizacion y los elementos que se debian tener en cuenta

para la formulacion de las preguntas del instrumento final. Estos ejercicios fueron
tomados de Mason (1999). (Ver anexo 1).

Luego de este pilotaje se determiné la necesidad de:

Proponer preguntas mas especificas, ya que las dadas presentaban
ambigiedad en sus respuestas y no daban evidencia de las diferentes
fases de generalizacion.

Utilizar distintos tipos de secuencia en las tareas propuestas, ya que soélo se
utilizé de un tipo (figurativa o iconica).

Disefiar el instrumento con pocos numerales, para que tanto su desarrollo
como anélisis no fuera tedioso.

Ubicar los ejemplos obtenidos de este pilotaje, segun las fases de
generalizacion y la taxonomia modificada de Trujillo (2008) y Garcia (2011),
sintetizando estas dos en una nueva taxonomia, estableciendo niveles para
cada una de las fases de la generalizaciéon que permitieran llevar a cabo un

andalisis mas detallado.

3.3 DETERMINACION DE LOS NIVELES DE LAS FASES DE

GENERALIZACION

Para determinar los diferentes niveles de cada una de las fases de generalizacion

se tuvieron en cuenta los establecidos por Garcia (2011) (Tabla 1) y por Trujillo



(2008) (Tabla 2); de esta forma, como ya se expuso en el capitulo anterior, se

construyo una taxonomia (Tabla 3), que permitiera el andlisis de los resultados.

3.4 DISENO DEL INSTRUMENTO — VERSION INICIAL — PILOTAJE

Ya establecidos los niveles en cada fase, para el disefio del instrumento se
seleccionaron las tareas que ayudarian a evidenciar cada una de las fases del
proceso de generalizacion teniendo en cuenta que los problemas a proponer
fueran, uno de tipo numérico y otro de tipo geométrico (esto es, que las
representaciones que se utilizaran fueran de estos tipos), una de estas tareas fue
tomada de Luque et al. (2007) y de Mason (1999); de igual importancia se
consideré que los problemas no hubiesen sido tratados por los estudiantes del
curso sino que hicieran parte de la secuencia del espacio académico, con base en

esto se construyo asi una primera version del instrumento (ver Anexo 2).

Con el instrumento elaborado se realiz6 una prueba piloto a siete estudiantes de la
Licenciatura de mateméaticas de distintos semestres, para identificar los posibles
errores en cuanto a la formulacién de las preguntas y de esta manera hacer las
correcciones pertinentes. Los cambios se realizaron para las tareas que tenian
que ver con la tabla de multiplicar y fueron: cambio de redaccién en algunas
preguntas haciendo més especificas las instrucciones, separacion de la suma de
los numeros de la fila 2, 3 y 4 de la tabla en numerales distintos y finalmente pedir
las descripciones de forma general y no para un caso especifico.

3.5 DISENO DEL INSTRUMENTO
Dentro de las tareas propuestas en el instrumento se utilizaron diferentes
secuencias: tabulares, numéricas, y grafico numéricas, como también distintas
representaciones: grafica y simbdlica. Cada una de las preguntas formuladas en el

instrumento, tienen propdsitos especificos para asi poder evidenciar cada una de



las fases de la generalizacion. En la tabla 4 se observan las preguntas realizadas

y el propdsito para el cual fueron formuladas.

encontradas en este problema.

Tarea Propésito
o | Completar la columnay la fila que sigue en la tabla. Relacionar las filas de la tabla, y “ver’ la
Q regularidad.
5 Mencionar las caracteristicas en comuin de una misma fila. “Describir” las caracteristicas vistas en el
punto anterior.
De acuerdo con la secuencia construida hasta ahora, | “Ver’ la secuencia,“describir” el
«~ | completar la secuencia anterior teniendo en cuenta los | comportamiento de la secuencia Yy
@ | otros numeros subrayados. Ubicar los tres nGmeros | “registrar” los resultados obtenidos.
5 siguientes en la tabla y expresarlos con las adiciones y
multiplicaciones correspondientes. Describir la secuencia
que observa.
« | Con base en lo anterior, encontrar la suma de los primeros | Utilizar el mismo procedimiento de la parte
Q@ nimeros de la segunda fila. Explicar el procedimiento | 2, es decir para los nimeros de la primera
g que realiza. fila de la tabla, pero ahora para los
nameros de la segunda y tercera fila, luego
Encontrar la suma de los primeros  numeros de la tercera | “observar” la  secuencia obtenida y
fila. Explicar el procedimiento que realiza. “describir” lo que ve para “registrar” el
: - atron.
'-‘>" Encontrar la suma de los primeros  numeros de la cuarta P
<« | fila. Explicar el procedimiento que realiza.
[%]
£ [ Encontrar la suma de los primeros nimeros para la fila “Registrar” un patrén y “justificar” si la
& | Escribir una conjetura y justificar por qué es cierta. conjetura es cierta o no.
Dibujar la siguiente figura de la secuencia dada. A través de las imagenes dadas “Ver’ la
siguiente figura.
Describir la forma como se pasa de la primera figura a la | “Describi’ de forma  escrita, las
segunda y de la segunda a la tercera. Describa qué es lo | caracteristicas de la secuencia y sus
comun en estas figuras. partes.
Encontrar el nimero de puntos necesarios para hacer la | “Ver” la regularidad o el patron.
figura de la posicion 4, 6 y 10. Explicar. (Sugerencia:
© | exprese el total de puntos como la suma de puntos que
2 estan unidos por una linea).
(§ — - — - - — -
0 | Escribir una regla que permita dibujar las figuras de la Describir’ de forma escrita la regla
posicion 4, 6y 10. encontrada.
Formular una conjetura de acuerdo a las sucesiones | Enunciar la conjetura por medio de

simbolos o palabras.

Argumentar que la conjetura formulada en el punto anterior
es cierta.

“Verificar’ o “demostrar” la conjetura
planteada en el punto anterior.

Tabla 4: Preguntas y propésito de cada pregunta




Con base en lo anterior, la versién final del instrumento es la siguiente:

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA FAcCULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA

NACIONAL )
[ Edviaders de cducodoresr | DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

Taller

Observar con atencion la siguiente tabla:

4 5 6 7 8 9 10 | 11

I~

2

o

2 4

o

8 10 | 12 | 14 | 16 | 18 | 20 | 22

3 6 9 12 | 15 | 18 | 21 | 24 | 27 | 30 | 33

4 8 12 | 16 | 20 | 24 | 28 | 32 | 36 | 40 | 44

5 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50 | 55

6 12 | 18 | 24 | 30 | 36 | 42 | 48 | 54 | 60 | 66

7 14 | 21 | 28 | 35 | 42 | 49 | 56 | 63 | 70 | 77

8 16 | 24 | 32 | 40 | 48 | 56 | 64 | 72 | 80 | 88

9 18 | 27 | 36 | 45 | 54 | 63 | 72 | 81 | 90 | 99

10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100 | 110

11 | 22 | 33 | 44 | 55 | 66 | 77 | 88 | 99 | 110 | 121

1. Completar la columnay la fila que sigue en la tabla.

2. Mencionar las caracteristicas en comun de una misma fila.



En la tabla hay algunos numeros subrayados. Estos numeros naturales
representan la suma de los primeros numeros de la primera fila de la tabla y se
pueden escribir como producto de los numeros que aparecen en la fila y la

columna correspondiente, asi:

1 = 1 = 1x1
1+2 = 3 = 1x3
1+2+3 = 6 = 2x3

3. De acuerdo con la secuencia construida hasta ahora, completar la
secuencia anterior teniendo en cuenta los otros ndmeros subrayados.
Ubicar los tres numeros siguientes en la tabla y expresarlos con las
adiciones y multiplicaciones correspondientes. Describir la secuencia que

observa.

4. Con base en lo anterior, encontrar la suma de los primeros nimeros de la

segunda fila. Explicar el procedimiento que realiza.

5. Encontrar la suma de los primeros nuameros de la tercera fila. Explicar el

procedimiento que realiza.

6. Encontrar la suma de los primeros numeros de la cuarta fila. Explicar el

procedimiento que realiza.

7. Encontrar la suma de los primeros numeros para la fila . Escribir una

conjetura y justificar por qué es cierta.



De acuerdo a la siguiente secuencia de puntos

P N I

1. Dibujar la siguiente figura de la secuencia dada.

2. Describir la forma como se pasa de la primera figura a la segunda y de la

segunda a la tercera. Describa qué es lo comun en estas figuras.

3. Encontrar el numero de puntos necesarios para hacer la figura de la
posicion 4, 6 y 10. Explicar. (Sugerencia: exprese el total de puntos como la

suma de puntos que estan unidos por una linea).
4. Escribir una regla que permita dibujar las figuras de la posicion 4, 6 y 10.

5. Formular una conjetura de acuerdo a las sucesiones encontradas en este

problema.

6. Argumentar que la conjetura formulada en el punto anterior es cierta.



3.6 ANALISIS

Para realizar el analisis se tuvo en cuenta la descripcion de los niveles de cada
fase de generalizacion que se realizo en la Tabla 3, también se consideraron los
tipos de respuesta que dieron los estudiantes y asi realizar la clasificacion dentro
de los niveles establecidos. Cabe resaltar que antes de agrupar los tipos de
respuesta en cada nivel, se descartaron las respuestas ambiguas, las que no
seguian las instrucciones del enunciado y los instrumentos en lo que no se
encontraba alguna respuesta. En el siguiente capitulo se hard una descripcion

detallada del andlisis.



4. ANALISIS

Luego de aplicar el instrumento a 38 estudiantes de Licenciatura en matematicas
de la UPN que cursaban Aritmética en el segundo semestre de 2012, se procedio
a su revision para la seleccion de ejemplos que permitieran evidenciar las
diferentes fases del proceso de generalizacion en las tareas resueltas por ellos.
Asi, en este capitulo se encuentran los ejemplos seleccionados, discriminados no
s6lo por las fases sino por los diferentes niveles que se establecieron para cada

una de ellasen el marco de referencia.

Para hacer el analisis y la ejemplificacion se divide el instrumento en 6 partes que

corresponden a.

Parte 1: Completar una tabla dada y mencionar las caracteristicas en comdn.
Parte 2: Relacionar las sumas con los productos de la fila 1 de la tabla.

Parte 3: Relacionar las sumas con los productos de la fila 2 de la tabla.

Parte 4 y 5: Relacionar las sumas con los productos de lafila3,4y de la tabla.

Parte 6: Tercera tarea. Secuencia de puntos.

Luego, al hacer la clasificacion dentro de los niveles establecidos se tuvieron en

cuenta varios aspectos:

1°. Del conjunto de pruebas (38), se descartan algunas porque no siguen la
instruccidén dada, no incluyen respuesta a la pregunta planteada, se encuentran
respuestas incompletas u operaciones o argumentos erréneos (Anexo 3), este
ejercicio se realiza para cada fase por separado (es decir, el nimero de
pruebas descartadas en cada fase es distinto), teniendo en cuenta las 6 partes

del instrumento.



2°. Con las pruebas resultantes a partir del ejercicio anterior, se organizan
conjuntos de pruebas con respuestas similares (Anexo 4), para cada parte del

instrumento.

3°. Se revisan las respuestas dadas en cada conjunto de pruebas y se ubican en

los niveles establecidos para cada fase.

4°, Se seleccionan los ejemplos mas significativos de cada conjunto de pruebas, a

partir de los niveles establecidos.

A continuacion se presentan los ejemplos de respuestas, seleccionados para cada
nivel, atendiendo a cada una de las fases de generalizacion; luego, finalizando el
capitulo se encuentra una tabla en donde se muestra el nimero de pruebas vy el

promedio aproximado que dan evidencia de cada uno de los niveles.

4.1 EJEMPLOS DE RESPUESTA PARA LA FASE “VER”

Como se establecid en el marco de referencia, esta fase se subdividi®6 en dos

niveles, asi:

4.1.1 VCC. Presenta objetos de la secuencia con algunas caracteristicas

en comun (pero no todas) a partir de los datos dados.

4111 Partel
Uno de los ejemplos para este nivel se observa en la siguiente imagen. El
estudiante completa la tabla; sin embargo, al no tener en cuenta todas las
caracteristicas en comun entre los nimeros de cada una de las filas, no nota que
es una tabla de multiplicar y por ello escribe para la primera fila 21 y 31 en vez de
11y 12; 42 y 62 en la segunda, en lugar de 24 y 26 (como era lo esperado), y asi

sucesivamente, pues, al parecer, solo tiene en cuenta la cifra de las unidades en



el ultimo numero dado en cada fila para proponer los nuevos nimeros de cada

sucesion. (Imagen 1)

Imagen 1. Parte 1 Fase Ver. Nivel VCC

41.1.2 Parte 2

Un ejemplo seleccionado del segundo numeral, en el cual se solicita completar la
secuencia dada para la suma de los niumeros de la primera fila de la tabla, se
encuentra en la imagen 2 en donde se evidencia que, muy posiblemente, el
estudiante ve algunas caracteristicas comunes como por ejemplo, que la suma de
los términos de cada fila debe escribirse como producto; sin embargo, no tiene en

cuenta que los factores que componen el producto corresponden con la fila y



columna de donde provienen las sumas, esto no le permite encontrar la relacion

esperada para 36;es decir, el nimero 36 esta en la columna 9 y en la fila 4, asi, el

producto esperado no es 6 X 6, como escribe el estudiante, sino 9 X 4,
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El producto esperado no
es 6 X 6, como escribe el
estudiante, sino

9 X4

También se observa que

no se tiene en cuenta la
recurrencia de los

productos pues para 55
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Imagen 2. Parte 2a. Fase Ver. Nivel VCC

Otro ejemplo para este nivel, que también corresponde a la parte 2, se presenta
en la imagen 3, en donde se observa que el estudiante ve una regularidad entre
los primeros factores de cada producto relacionado con la suma, pues observa
gue el primer nimero es un mdltiplo de 2 y que éste se repite dos veces
verticalmente, pero no relaciona lo que encontr6 con lo hallado en el numeral
anterior, es decir, la sumatoria de los primeros numeros de la primera fila. Por

ende no ve todas las caracteristicas de la secuencia.
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Imagen 3.Parte 2b. Fase Ver. Nivel VCC

4113 Partedy5
El ejemplo para esta parte se encuentra en la imagen 4 y es similar al ejemplo
anterior, pero se realiza para las filas 3 y 4 de la tabla, encontrando asi que el
primer factor del producto es multiplo de 3 y 4 respectivamente y que se repite dos

veces.

Imagen 4.Parte 4 y 5. Fase Ver. Nivel VCC

4114 Parte6
Otro ejemplo para el nivel VCC, y que para este ocasion se encuentra en la parte
6, es en donde se solicita dibujar la siguiente figura de la secuencia de puntos

dada; se evidencia que no se tienen en cuenta todas las caracteristicas en comun,



de las figuras anteriores pues aunque el estudiante ve la forma (ver imagen 6), no
observa la ubicacion correcta de los puntos y esto no le permite al estudiante ver
la siguiente figura con todas las caracteristicas,que es la que se muestra en la

imagen 5.

O.

Q
-
L4

Imagen 5. Siguiente figura esperada Imagen 6. Figura dibujada por el estudiante

4.1.2 VCR. Presenta un objeto de la secuencia con todas las
caracteristicas en comun, relevantes para la secuencia, a partir de

los datos dados

Los estudiantes que llegan a este nivel, tienen mas posibilidad de llegar a formular
una conjetura, puesto que ven todas las caracteristicas comunes relevantes para

la secuencia.

41.2.1 Parte 1

Para este nivel, tal como se muestra en la imagen 7, se presentan todas las
caracteristicas en comun, pues se completa la secuencia tanto para la fila como

para la columna, evidenciandose asi que el estudiante ve la tabla de multiplicar.



Imagen 7. Parte 1. Fase Ver. Nivel VCR

41.2.2 Parte?2
En este caso se pide completar la secuencia dada para la suma de los numeros
de la primera fila de la tabla. Como se observa en la imagen 8, se completa la
secuencia de la suma de los numeros de la primera fila para luego expresarla
como un producto, teniendo en cuenta que los factores del producto indican la fila
y la columna en que se encuentra el resultado, presentando asi todas las

caracteristicas en comun.
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Imagen 8. Parte 2. Fase Ver. Nivel VCR

4123 Partedy5

En la imagen 9, se presentan todas las caracteristicas en comun relevantes para
la secuencia, puesto que el resultado de la suma de los nimeros de la tercera fila
se expresa mediante un producto tal que los factores dados corresponden a la fila
y la columna en que se encuentra el resultado (igual que en el ejemplo anterior);
ademas, presenta otra caracteristica: el numero 3 es factor comun de la sumatoria
de los numeros de la primera fila, siendo este resultado significativo para llegar a
una generalizacién, pues no so6lo se cumple para la fila 3 sino, de manera similar,

para las demas filas (lo Unico que cambia es el factor en cada fila).
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Imagen 9. Parte 4. Fase Ver. Nivel VCR

4124 Parte 6

Como se puede observar en la imagen 10, en la ultima figura, que es la que se
pide dibujar, se hace una configuracion puntual en forma de cuadrado y se unen
los puntos de la misma forma que se muestra en las figuras anteriores dadas,
evidenciandose asi que el estudiante ve todas las caracteristicas comunes de la

secuencia.

Imagen 10. Parte 6. Fase Ver. Nivel VCR.



4.2 EJEMPLOS DE RESPUESTAS PARA LA FASE “DESCRIBIR”

Segun Mason (1999), el paso de la fase Ver a la fase Describir resulta muy dificil,
comprobandose esta idea en algunas de las pruebas analizadas. Por ejemplo, se
observa que al pedir una descripcion por escrito del procedimiento que se realiza
para completar una secuencia, se evidencia que en algunos casos el
procedimiento no tiene nada en comun con esta descripcion (Anexo 5), en otras
pruebas se encuentran ideas incompletas o poco especificas haciendo dificil su
interpretacion y finalmente, en otras ocasiones, los estudiantes se saltan esta fase
ysimplemente pasan al Registro. De las 38 pruebas analizadas se descartan en
promedio 7 pruebas pues no se evidencia una descripcion ya que solo llegaban a
la fase Ver, otras 3 porque su descripcion era confusa y finalmente en 4 pruebas

se salta la fase Describir a la fase Registrar.

Para el analisis respectivo, la fase Describir se subdivide en tres niveles

ejemplificados de la siguiente forma.

4.2.1 DCBI. Presenta caracteristicas comunes de poca importancia
(innecesarias, imprecisas) entre los casos particulares (dados o
construidos)

4211 Parte?2
Para este caso se pide realizar una descripcion de la secuencia de la suma de los
nameros de la primera fila y su relacién con el producto, asi en el ejemplo de la
imagen 11 se hace esa descripcion solo para el producto (no se refiere a los
sumandos ni a la relacion entre éstos y los productos de la suma) y el estudiante

se refiere a los factores y como productos; ademas, expresa que el factor

aumentade 1 en1yel aumentade laforma2 -1, lo cual no es cierto, pues el
factorb, cuando aumenta, lo hace en 2 unidades (tal vez el estudiante se referia a



gue los factores b son nimeros impares) pero no menciona que esos factores se

repiten 2 veces, haciéndose asi una descripcion imprecisa.
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Imagen 11. Parte 2. Fase Describir. Nivel DCBI

4212 Parte3
En la imagen 12 se menciona una caracteristica comun entre los factores del
producto relacionados con la suma de los numeros de la segunda fila,
mencionando que esos factores aumentan de uno en uno a medida que se
aumenta un sumando, siendo éste un elemento insuficiente para llegar a la

generalizacion.
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Imagen 12. Parte 3. Fase Describir. Nivel DCBI



4213 Parte6
En este caso se pide realizar la descripcion de la secuencia de figuras dada, de
modo que se expliqgue como pasar de una figura a la otra y lo comdn entre ellas.
En la Imagen 13 se encuentra una descripcion para este nivel, pues se hace una
caracterizacion imprecisa al mencionar que para la siguiente figurase debe
aumentar dos circulos mas que en la figura anterior, pero no se indican las
instrucciones explicitas y necesarias para colocar esos dos circulos, ni se

menciona como es la figura aunque hace una representacion grafica.
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Imagen 13. Parte 6. Fase Describir. Nivel DCBI

4.2.2 DCAI. Presenta caracteristicas comunes importantes entre los

casos particulares, pero no presenta relaciones entre si

42.2.1 Parte 1

Para esta parte se pide hacer una descripcion de los nimeros de la tabla y como
se observa en la imagen 14 se describe una caracteristica importante comun a las

filas sin hacer mencion alguna a las columnas de la tabla.



Imagen 14. Parte 1. Fase Describir. Nivel DCAI

4222 Partedy5

En la imagen 15, se describen algunas caracteristicas importantes de los factores

del producto relacionado con la suma de los numeros de la fila tres, al indicar que

cada factor se repite dos veces a medida que se aumenta un sumando; ademas,

se menciona que un factor es multiplo de 3 y el otro es impar, pero no se hace la

relacion con la suma.
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Imagen 15. Parte 4. Fase Describir. Nivel DCBI



4223 Parte6
En la imagen 16 se presenta un ejemplo en donde se describe una caracteristica
importante de la figura: “es un cuadrado”, pero no se presenta ninguna relacién
con respecto al numero de la posicion y cantidad de puntos del lado de la figura,

como tampoco se relacionan con la cantidad de nameros impares.

Imagen 16. Parte 6. Fase Describir. Nivel DCBI

4.2.3 DRP. Describe o presenta cOmo se relacionan las partes

De las pruebas analizadas se encuentra que los estudiantes que relacionan las
partes involucradas en una secuencia, poseen mas herramientas para hacer el

Registro.

4231 Partel
Para la descripcidbn de los nimeros de la tabla de multiplicar, la imagen 17
presenta una descripcion en donde se relacionan las filas con las columnas por

medio de la multiplicacion, por ende este ejemplo pertenece a este nivel.

Imagen 17. Parte 1. Fase Describir. Nivel DRP



4232 Parte?2

En esta parte se pide describir la secuencia de las sumas y productos de los
nameros de la primera fila. En la imagen 18 se describe la relacidén entre la
suma de los primeros numeros naturales y el producto, mencionando asi que
los factores del producto corresponden con la fila y la columna de donde se

encuentra el resultado.

Imagen 18. Parte 2. Fase Describir. Nivel DRP

4233 Parte6
Al hacer la descripcion de las figuras de la secuencia de la parte 6, se evidencia
gue se menciona el numero total de puntos de dos formas distintas: como suma
de numeros impares y como producto, teniendo en cuenta todas las
caracteristicas de la figura y que ademas estas caracteristicas se relacionan entre

si como se observa en la imagen 19.

Imagen 19. Parte 6. Fase Describir. Nivel DRP



4.3 EJEMPLOS DE RESPUESTAS PARA LA FASE “REGISTRAR”

La fase Registrar se dividié en cuatro niveles, asi:
4.3.1 RFG. Registra unarelacion particular

43.11 Parte?2
En esta parte se pide encontrar la suma de los nimeros de la primera fila de la
tabla dada y describir lo que se observa. En la imagen 20 se hace un Registro de

un hecho particular al escribir que la suma de los niumeros de la primera fila son

de la forma .

Imagen 20. Parte 2. Fase Registrar. Nivel RFG

4312 Parte3
En el ejemplo de la imagen 21 se puede observar que se escribe una expresion
para hacer la suma de los niumeros de la segunda fila hasta el -€simo ndamero

haciendo la relacién con el nimero de la columna.

Imagen 21. Parte 3. Fase Registrar. Nivel RFG



4313 Partes4y5
Un ejemplo de esta parte se encuentra en la imagen 22 donde se evidencia que el
estudiante registra un hallazgo acerca de las sumas parciales de los términos en
cada fila; asi, segun interpretacion de las autoras de este documento, el

estudiante, muy posiblemente, observa que:
Para las sumas parciales de la fila 1, se tiene:

1=1-1

1+2=3=1-3
1+2+3=6=2-1-3
1+2+3+4=10=2-1-5

De manera similar, para las sumas parciales en la fila 2:

2 =2-1

2+4=6=2-3
2+4+6=12=2-2-3
2+4+6+8=20=2-2-5

Y asignando a la fila (se cree que es asi, pues no se expresa qué indica k), las
sumas parciales de los términos de la fila son los multiplos de k y de numeros
impares, pero el estudiante sélo presenta estos productos, en términos de k, sin

relacionarlos con la adicién entre los términos dados.



Imagen 22. Parte 5. Fase Registrar. Nivel RFG

Es de destacar que esta observacion es original, pero en términos del registro,
vale enfatizar en que esta incompleto, y de hecho, es impreciso. Presenta,
tacitamente, un conjunto de casos particulares en términos de k pero no presenta
el hecho general de sus observaciones; escrito correctamente, el estudiante
encuentra que:

k=kx1

k+ 2k =k x 3

k+2k +3k=2kx3

k+2k+3k +4k=2k x5
k+2k+3k +4k + 5k =3k x5

k+ 2k + 3k + 4k + 5k + 6k =3k x 7

Pero no presenta cual es el producto para la n-ésima suma; esto es:

kt+ 2k + ...+ nk="7?



4.3.2 RPG. Registra un patron general que relaciona las partes

involucradas en el problema

4321 Partedy5
Un ejemplo para esta parte se observa en la imagen 23 en donde se encuentra la
secuencia de expresiones de la suma de los numeros de la fila 1 hasta la fila 4,
para luego concluir cdmo es la sumatoria de los nimeros de la fila , relacionando

asi estas expresiones para llegar a la presentacion de una conjetura.
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Imagen 23. Parte 5. Fase Registrar. Nivel RPG

4322 Parte6
Este ejemplo responde a la pregunta que busca determinar si se halla la relacion
entre el numero de posicion de la figura con la cantidad de puntos, pues se
observa en la imagen 24 que se expresa el nimero total de puntos como  para
la posicion relacionando asi el numero de posicion de la figura con el niamero

total de puntos, luego de dar varios ejemplos.



Imagen 24. Parte 6. Fase Registrar. Nivel RPG

4.3.3 RCM. Presenta o describe un método que se extiende mas alla de
un caso especifico

Para este nivel, solo se encuentra un ejemplo que da evidencia del mismo.

43.3.1 Partes4y5
En el ejemplo de la imagen 25 se muestra una secuencia para la suma de los
nameros de las filas 3, 4y expresando cada sumando como el producto de por
1, 2, 3,...; luego de ello, se factoriza el numero concluyendo que la sumatoria de

los numeros de la fila es el producto de  por la sumatoria de los numeros de la

primera fila siendo expresada esta Ultima como . presentando asi el método

gue se llevo a cabo para la conclusién o generalizacion.



Imagen 25. Parte 4 y 5. Fase Registrar. Nivel RCM

4.3.4 Algunas consideraciones acerca del lenguaje utilizado en el
registro
Cuando se registra una conjetura, se evidencia diferentes tipos de lenguaje,
algunos presentan su conjetura utilizando palabras (lenguaje retdrico), otros
combinan las palabras con los simbolos (andlogo esto al lenguaje sincopado) y
otros lo hacen de manera simbdlico-algebraica. Enseguida se muestran algunos

ejemplos donde se evidencian estas diferencias.



4.3.4.1 Con palabras
En la imagen 26 se puede observar que se expresa un enunciado que indica el

namero total de puntos de la figura n-ésima en términos de la posicion de la figura.
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Imagen 26. Ejemplo de registro con palabras

4.3.4.2 Palabras y simbolos
En el ejemplo de la imagen 27 se observa que se expresa una idea de como es la
suma de los numeros de la segunda fila, este enunciado se hace de forma poco
rigorosa ya que en el lado derecho de la imagen se encuentra la relacion de la
sumatoria de los numeros de la primera fila hasta con la expresion simbdlica
para esa suma; luego, al lado izquierdo de la imagen se encuentra la expresion
para la suma de los numeros de la segunda fila, haciendo una explicacion escrita

del porqué esa expresion.

Imagen 27. Ejemplo 1 de registro con palabras y simbolos

Otro ejemplo se observa en la imagen 28 donde se hace el registro de como es la
suma de los n numeros de la primera fila, ya sea n par o n impar. Como se puede
apreciar, se utlizan simbolos y a la vez palabras para el enunciado de la

conjetura.



Imagen 28. Ejemplo 2 de registro con palabras y simbolos

A continuacion se presenta en la imagen 29 el registro de un enunciado utilizando
la expresion general para la sumatoria de los numeros de la segunda, tercera y
cuarta fila, después se hace la conjetura utilizando simbolos matematicos y
palabras, mencionando qué valores pueden tomar las variables incluidas en la

expresion.

Imagen 29. Ejemplo 3 de registro con palabras y simbolos

Un ultimo ejemplo se encuentra en la imagen 30 en donde se muestra una
conjetura acerca del numero total de puntos de la imagen dada en la parte 6 del
instrumento, se observa que se relaciona el nimero de la posicion de la figura con
el total de puntos expresado como una potencia y con la enésima suma de los

nameros impares, utilizando asi, simbolos y palabras resumidas (abreviaturas).



Imagen 30.Ejemplo 4 de registro con palabras y simbolos

4.3.4.3 Con simbolos
Como se observa en la imagen 31, se hace uso de so6lo simbolos para expresar

gue en la sumatoria de los numeros de la segunda fila es igual al producto de

por su consecutivo.
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Imagen 31. Ejemplo 1 de registro con simbolos

En la imagen 32 se encuentra otro ejemplo en donde se utilizan simbolos
Unicamente para escribir una conjetura acerca de la sumatoria de los numeros de
la fila k.

Imagen 32. Ejemplo 2 de registro con simbolos



4.4 EJEMPLOS DE RESPUESTAS PARA LA FASE “VALIDAR O
VERIFICAR”

La fase Verificar es la menos alcanzada por los estudiantes, puesto que, luego de
hacer una conjetura no tienen en cuenta si ésta es valida o no, para todos los
casos, al parecer, para los estudiantes es suficiente el proceso de induccion
hecho, es decir, los casos especificos a partir de los cuales hicieron la conjetura
los consideran suficientes para darle veracidad a sus planteamientos. Algunos

pocos estudiantes verifican sus conjeturas luego de establecerlas.

Aunque para esta fase se tienen cuatro niveles, al observar las 38 pruebas tan
solo se encuentran ejemplos de los dos primeros y la mayoria pertenece a la parte
6 del instrumento. Muy posiblemente la razén de esto se debe a que sdélo se
solicita argumentar la conjetura hallada en un numeral especifico en la parte 6,
pues, si bien en las partes 2 y 4 y 5 del instrumento también se solicita explicar,
argumentar o demostrar las conjeturas halladas, esta tarea no es la Unica sugerida

en el numeral donde aparece.

4.4.1 VCT. Verifica su conjetura con un término particular.

Los ejemplos se muestran enseguida.

4411 Parte6
En esta parte del instrumento se pide argumentar la conjetura dada acerca de
como encontrar el nimero total de puntos para la figura de la posicion n. A

continuacioén se muestra la conjetura realizada por un estudiante:



En la imagen 33 se observa que el estudiante Verifica la conjetura que realiza con

cinco términos en particular.

Imagen 33.Parte 6. Fase Verificar. Nivel VCT

Otro ejemplo para esta parte se evidencia en la imagen 34, en donde la forma de

argumentar la conjetura “La suma de los n primeros nimeros impares es n®” es

VerificAndola con cinco casos en particular, pero en esta oportunidad, contrario a
la anterior, el estudiante sélo hace uso de representaciones numéricas.

Imagen 34.Parte 6(a). Fase Verificar. Nivel VCT



4.4.2 VCE. Justifica su conjetura, intenta explicarla.

4421 Parte 3

En la imagen 35 se puede observar que un estudiante presenta una conjetura no
formal para la suma de los nimeros de la segunda fila de la tabla, al dar la

expresion de esta suma como:

Luego da una explicacion del porqué llega a esta expresion, mencionando que

como el nimero 2 es factor de la suma de los numeros de la primera fila y como la

suma de los numeros de la primera fila se halla mediante la expresion ,

cancela el factor 2 con el 2 del denominador de la expresion y luego multiplica,

como se observa.

Imagen 35.Parte 3. Fase Verificar. Nivel VCE

Otro ejemplo a considerar se encuentra en la imagen 36, pues se explica la forma en

como se encontrd la suma de los  numeros de la segunda fila utilizando la factorizacion.
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Imagen 36. Parte 3(a). Fase Verificar. Nivel VCE

4422 Parte 4

En esta parte, un estudiante da una explicacion del porqué el nimero total de

puntos de la figura n es n? haciendo uso de términos como area y cuadrado,
como se muestra en la imagen 37.

Imagen 37.Parte 4. Fase Verificar. Nivel VCE

Para los demas niveles VCM y VCD no se encuentra ejemplificacion, aunque se
encuentra evidencia de ideas asociadas a una posible demostracion de una
conjetura planteada para el nUmero de puntos de un cuadrado cualquiera a través
de un mecanismo matematico conocido como lo es el principio de induccion
matematica, realizado por un estudiante en la parte 6 del instrumento, esta idea se

puede ver en la imagen 38.



luego

Primero tiene en cuenta a k=1, asi

Ahora para k +1

Imagen 38.Parte 6. Fase Verificar

Se cree que la conjetura expresada no permite concluir la demostracion, pues la

conjetura que realiza el estudiante es

Finalmente se organiza en la Tabla 5 el nUmero de pruebas que se encuentra en

cada nivel para cada parte del instrumento y su promedio aproximado. Como se

puede observar, aunque la mayoria de pruebas analizadas, al parecer, seven

todas las caracteristicas en comun relevantes para la secuencia, pero al describir

en la mayoria de las pruebas se observa que se describen caracteristicas

importantes pero sin relacionar todas las partes de la secuencia y al no hacer esta

relacion, el registro de la conjetura no se hace de forma rigurosa y no presenta la

relacion que se observaron en la primera fase.

Fase Nivel | Partel | Parte2 | Parte 3 | Parte4y5 | Parte 6 | Promedio
VER VCC 1 5 5 6 4 4
VCR | 36 28 13 32 23
DESCRIBIR DCBI 1 4 4
DCAI 14 26 11




DRP 17 4
REGISTRAR | RFG 7 3 4 3 12 6
RPG 10 4 5 5 13 7
RCM 0 0 8 1
VERIFICAR VCT 0 0 0 1
VCE 0 4 2 1

Tabla 5: Cantidad de pruebas en cada nivel




5. CONCLUSIONES

La utilizacibn de una representacion simbdlica para expresar una generalidad
puede llevar tiempo en algunos estudiantes; sin embargo, a través de las distintas
fases de generalizacién se puede observar el uso de lenguaje matematico o de
objetos matematicos para hacer descripciones 0 presentar conjeturas; no
obstante, como se puede observar en los ejemplos presentados, la utilizacion de
lenguaje matematico es frecuentemente impreciso, o que puede calificarse como
natural por cuanto los estudiantes cursan hasta ahora primer semestre de la
Licenciatura en matematicas y desde la experiencia de las autoras, en la
educacion secundaria y media no se hace énfasis en el uso correcto del lenguaje

matematico.

En las secuencias de sumas de numeros de las primeras partes del instrumento
se observa, en la mayoria de loscasos, que no se relacionan los objetos del
problema—la suma con la multiplicacion sugerida—, pues solo se evidencia que
tienen en cuenta la secuencia de factores del producto, pero se deja de lado la
sumatoria de los numeros de las fila, evidenciandose asi que la forma en como los
estudiantes ven el problema es de “forma vertical” y el planteamiento de una
conjetura Util requiere establecer relaciones entre el lado izquierdo de la igualdad y
el lado derecho; es decir, es importante ver el problema de “forma horizontal” sin
dejar de lado, las relaciones que hay entre una fila y la siguiente; esto es, la “forma

vertical”.

Para la fase Describir se observa que algunos estudiantes presentan dificultades
para escribir de forma concisa lo que observan de la secuencia, sea grafica o
numeérica, pues su descripcién no es clara y por lo tanto no lesera posible predecir

cémo era el siguiente término de la sucesion (figura, nimero o igualdad).

Se puede concluir que algunos estudiantes que encuentran una generalidad, no

formulan una conjetura que relacione todos los elementos dados o construidos,



como por ejemplo, en la parte del instrumento donde se pedia expresar el nUmero
de puntos de la figura en forma de sumatoria y también como una potencia, se
formula la conjetura en términos de la sumatoria o de la potencia solamente, sin

relacionar los dos objetos incluidos en el problema.

También se observa que para la expresion de una conjetura usualmente se utiliza
el lenguaje natural y en otros casos, se hace uso de expresiones trabajadas en
sesiones anteriores de la clase de Aritmética, como por ejemplo, para expresar la
suma de los numeros de la primera fila de la tabla de multiplicar como producto,
no se realizaban las sumas sugeridas, sino que, se utilizaba el método de Gauss

para encontrar esa suma.

De igual importancia, para la fase Verificar se observa que en las primeras partes
del instrumento (las que tenian que ver con la sumatoria de nimeros de la tabla)
no se evidencia de forma comun la verificacion de las conjeturas, esto puede estar
asociado a que no se realiz6 ninguna pregunta acerca de una fila particular; en
cambio, para la dltima parte, en donde se presentaba la secuencia de figuras en
forma de cuadrado, si se hace una verificacion, posiblemente porque si se
pregunta por una figura en particular (las de la posicion 4, 6 y 10); por otro lado,
también se cree que la verificacion se encuentra mas en la secuencia de puntos
gue en las secuencia numérica, muy posiblemente, porque para las primeras
partes del instrumento se pide justificar la conjetura dentro de las instrucciones
dadas en cada numeral, en cambio, para la Ultima se dedica un numeral especifico

para solicitar la verificacion o justificacion.

Otro aspecto a resaltar, que no tiene que ver con las fases de la generalizacion
directamente pero que si afectan los resultados, se debe a la comprensién de las
instrucciones dadas en el instrumento, por ende se realizé un primer pilotaje para
gue en el instrumento final las instrucciones fueran claras. Sin embargo se
observa que algunos estudiantes plantearon secuencias que no atendian a las

instrucciones dadas en el enunciado de la tarea, esto lleva a pensar que



probablemente tales instrucciones no fueron leidas o que la comprension lectora

de los estudiantes no es la mejor (Anexo 6).

También se concluye, en acuerdo conel Grupo Azarquiel(1993) y tras el andlisis
del instrumento, que las secuencias de figuras geométricas son mas faciles de
manipular que las secuencia numéricas, pues se observo quelos estudiantes, en
general, describian facilmente la regla de formacion y lo comun entre las figuras,
pero para la secuencia de nimeros se presenté mas dificultades para encontrar la

regularidad.

Asi mismo, se plantea que de acuerdo como el estudiante vea la secuencia, de la
misma forma sera su “descripcidon” e inclusive su “expresion simbdlica”; por tanto,
es necesario, como futuras docentes, al fomentar actividades de generalizacion de
patrones, dedicar tiempo suficiente a la fase “Ver’” ya que esta determina el
desarrollo efectivo de las fases posteriores; ademas, es necesario asegurarse que
el estudiante se centre en distintas maneras de ver las secuencias que se

propongan.

También es necesario, dentro de la actividad docente, incentivar a los estudiantes
a “Describir’ todas las caracteristicas encontradas en una secuencia pues se
concluye, desde la tabla en donde se encuentra el nimero de pruebas en cada
nivel, que al describir lo que se ve, se pierde informacion importante en cuanto a la
relacion de las partes de la secuencia. También se pudo evidenciar que algunos
estudiantes se saltan la fase de describir a la fase de registro.

Por otro lado, la ubicacién de los resultados por niveles de cada fase facilitd la
ejemplificacion y la interpretacion de la forma en cémo se llega a una

generalizacion -0 no-.

A nivel profesional este trabajo nos brindé un acercamiento a acciones propias
dela investigacién en Educacion Mateméatica como: disefio de preguntas con un fin

especifico, interpretacion de resultados de manera detallada siguiendo un marco



conceptual especifico (taxonomia de los niveles de generalizacion, para este caso)
y apropiacion de los elementos tedricos que sustentan el trabajo; lo cual, sera de
provecho ya que en la redaccion de las preguntas se tuvo en cuenta que debian
ser claras y especificas para que los estudiantes lograran mayor comprension,
ademas debian ir formuladas de acuerdo a que las respuestas permitieran
evidenciar cada una de las fases de generalizacidén; en cuanto a la interpretacion
de resultados, se realizé una apreciacion cualitativa de elementos utilizados en el
proceso de generalizar como: objetos matematicos, procedimientos, definiciones,
sistema axiomatico, etc. También en esta actividad se pueden detectar posibles
dificultades y errores en el aprendizaje de las mateméticas, que poseen los

estudiantes y asi, reorientar el quehacer en el aula de clase.

Del mismo modo en el campo de la generalizacibn algebraica se poseen
herramientas para incentivar a los estudiantes a desarrollar actividades de
reconocimiento de patrones teniendo en cuenta los tipos de secuencias y
representaciones que en su manejo son de mayor complejidad para fomentar el
acercamiento a estas y asi desarrollar en los estudiantes la capacidad de
identificacion de aspectos generales.

Este trabajo permiti6 ampliar el conocimiento de las autoras en cuanto a los tipos
de tareas que se pueden proponer y el tipo de preguntas que se podian formular
para evidenciar las distintas fases de generalizacion.
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ANEXOS

ANEXO 1

Taller

Para cada una de las secuencias de figuras, responda las siguientes preguntas

1. Dibuje la figura que sigue la secuencia

2. Describa las figuras como si lo hiciera para alguien del mismo salén pero
que no las ha visto.

3. Escriba unaregla que ayude en la produccion de una secuencia gue crece,
y que tiene las figuras dadas como los primeros términos de la secuencia.

4. Cuantos cuadros y cuantos puntos se necesitan para la figura niumero 10 y
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ANEXO 2

:':'c‘:s::"":” PEPAGOOICA FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

[ Edveadors de cdncodores |

Taller

Observar con atencion la siguiente tabla:

1] 23] 45617 ] 819]10]11
2 | 4 | 6 | 8 |10 |12 |14 |16 | 18 | 20 | 22
316 | 9 | 1215 | 18 | 21 | 24 | 27 | 30 | 33
4 [ 8 |12 | 16 | 20 | 24 | 28 | 32 | 36 | 40 | 44
5 | 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50 | 55
6 | 12 | 18 | 24 | 30 | 36 | 42 | 48 | 54 | 60 | 66
7 | 14 | 21 | 28 | 35 | 42 | 49 | 56 | 63 | 70 | 77
8 | 16 | 24 | 32 | 40 | 48 | 56 | 64 | 72 | 80 | &8
9 |18 | 27 | 36 | 45 | 54 | 63 | 72 | 81 | 90 | 99
10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100 | 110
11 | 22 | 33 | 44 | 55 | 66 | 77 | 88 | 99 | 110 | 121

1. Completar la columna y la fila que sigue en la tabla.
2. Describir como son los nuimeros de cada fila.



3. Observar los numeros subrayados en la tabla. Estos numeros naturales
representan la suma de los primeros » ndmeros de la primera fila de la
tabla. Estos numeros, se pueden escribir como producto de los numeros
que aparecen en la fila y la columna correspondiente, asi

1 = 1 = 1=1

1+2 = 3 = 1x3
1+2+3 = 6 = 2x3
= 10 =
= 15 =
= 21 =

Completar la secuencia anterior dada y ubicar los numeros en la tabla.
Explicar que sucede.

4. Suponga ahora gue tiene 25 nimeros en la primera fila y desea encontrar la
suma de estos numeros ¢ Cuanto suman estos numeros? Encontrar una
expresion que permita sumar los primeros n numeros. Justificar.

5. Realizar el anterior procedimiento, pero ahora encuentra la suma de los
primeros n nUmeros naturales de la segunda, tercera y cuarta fila.

6. Enconfrar la suma de los prnimeros n  numeros naturales para k filas.
Escribir una conjetura y demostrar que es cierta.



De acuerdo a la siguiente secuencia de puntos

% 23 5 add

1. Dibujarla siguiente figura de la secuencia dada

2. Describir la forma como se pasa de la primera figura a la segunda y de la
segunda a la tercera. Describa qué es lo comun en estas figuras

3. Encontrar el niumero de puntos necesarios para hacer la figura de la

posicion 4, 6 y 10. Explicar. (Sugerenda: exprese el total de puntos como la
suma de puntos que estan unidos por una linea).

4 Escribir unaregla que permita dibujarlas figuras de la posicion 4,6y 10.

5. Formular una conjetura de acuerdo a las sucesiones encontradas en este
problema.

6. Argumentar que la conjetura formulada en el punto anterior es cierta.



ANEXO 3

Tal como se menciona en el capitulo 4, los ejemplos que fueron descartados, se
muestran a continuacion. La Imagen 39 muestra el uso de un método ya conocido,
el de Gauss, para encontrar la suma de los cinco primeros numeros de la fila 3,
pero no se encuentra la suma de los primeros numeros de la tercera fila con el
procedimiento planteado en los numerales anteriores.

Imagen 39. Ejemplo 1 descartado

En la imagen 40 se observa que el estudiante da una respuesta incompleta, pues
no se observa ningun procedimiento, sino que hace uso de una férmula que es
erronea, pues de esta forma no se encuentra la suma de los nimeros de la

segunda fila, ya que da como resultado niumeros impares.

5. Con base en lo anterior, encontrar la suma de los primeros n nimeros
de la segunda fila. Explicar el procedimiento que realiza,

Imagen 40. Ejemplo 2 descartado



En la imagen 41 se observa una respuesta incompleta, pues no se hace descripcion del
procedimiento realizado para sumar los nimeros de la primera fila y por lo tanto no hay
explicacion del por qué le suma el 1 al producto. Ademas no realiza nada mas para los

demas numerales.

Imagen 41. Ejemplo 4 descartado



ANEXO 4

Como se observa en la imagen 42, se tienen tres respuestas similares, pues en
los tres casos se observa que uno factores en que se expresa la sumatoria de los
nameros de la segunda fila es de la forma  y el segundo es impar.

Imagen 42. Ejemplo de respuestas similares 1

En la imagen 43 se observa otro ejemplo de respuestas similares, ya que la forma
en que los dos estudiantes ven la secuencia de puntos es como una potencia.



Imagen 43. Ejemplo de respuestas similares 2

En la imagen 44 se observa que la conjetura es similar en los tres casos, pues se
concluye lo mismo.

Imagen 44. Ejemplo de respuestas similares 3



ANEXO 5

En la imagen 45 (lado izquierdo) se observa que se realizd la secuencia de sumas
de los primeros numeros de la primera fila de la tabla de multiplicar, pero al
realizar la descripcion de lo elaborado (lado derecho de la imagen 44) se
menciona que “los numeros son extremos de una L” sin explicar correctamente a
lo que realmente se referia.

Imagen 45. Descripcion diferente de procedimiento hecho



ANEXO 6

En la imagen 46 se observa uno de los ejemplos en que el estudiante no sigue las
instrucciones dadas, ya que al pedir que se realice la suma de los nimeros de la
segunda y tercera fila de la tabla, se suman los nimeros de la fila uno en todos los casos.

Imagen 46. Ejemplo mala comprension lectora



