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2.Descripcion

Trabajo de grado donde el autor busca mostrar la importancia de la programacién y los
métodos numéricos aplicados al problema de los estados ligados, la cuantizacién de la
energia y los objetos usados en la descripcidn de sistemas donde se observan estos
fendbmenos, los pozos de potencial, sobre los cuales se trabajara los calculos, la
obtencidén de los datos de interés y en los cuales se basa la simulacién.

Esto con el objetivo ultimo de entregar una herramienta computacional en la que se
puede observar y evaluar cualquier tipo de pozo de potencial cuantico y sea un
complemento en el estudio y visualizacion de dichos sistemas fisicos.
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4.Contenidos

En el capitulo 1 se presenta: la problematica y la importancia del trabajo en el estudio de
la Mecanica Cuantica, los antecedentes, la pregunta problema, los objetivos planteados.
En el capitulo 2 se presenta: un estudio tedrico a cerca de los temas que tienen que ver
con los estados ligados y pozo de potencial, ademas se evidencia la problematica desde
el formalismo matematico.

En el capitulo 3 se presenta: una descripcidon del programa, la configuracion general de
este y el método numeérico usado.

En el capitulo 4 se presenta: la evaluacion de la funcionalidad del programa,
implementacion con varias configuraciones y comparacion con los datos entregados en
soluciones analiticas. Ademas resultados interpretacion y posibilidades de la herramienta
lograda.

Conclusiones.

5. Metodologia

Se trata de una investigacidn basica: la cual busca revisar y aportar al estudio de una
idea ya establecida.

La primera etapa. Observacion y reflexion, esta basada en la investigacion y estudio de
las fuentes, sus alcances y formas de abordar los estados ligados. Ademas la
investigacién y alcance de los métodos numéricos y el lenguaje de programacién a usar.
La segunda etapa es el desarrollo de la herramienta computacional basados las
observaciones hechas en la primera etapa.

El plan de accion. Con base en lo investigado plantear la forma de llegar a una solucion
respecto de los objetivos planteados.
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6.Conclusiones

e Se logré como primer objetivo hacer un acercamiento al concepto de energia
cuantizada introduciendo la ecuacion de Schrodinger y pozos de potencial que
hablan de los sistemas donde es posible este fendmeno.

e Se logré hacer el analisis de dos de los potenciales mas importantes al momento
de introducir el tema en los cursos de Mecanica Cuantica. La importancia de estos
en la ensefianza radica en que aun poseen soluciones analiticas que ayudan a
dar un contexto a la interpretacién de la ecuacidon de Schrédinger en lo que tiene
que ver principalmente con estados ligados y la energia cuantizada.

e Gracias a este estudio se verificd el alcance que las fuentes tedricas citadas le
dieron al tema, las cuales, no obstante, sdélo abordaron parte de las soluciones
de los pozos de potencial unidimensional cuadrado y arménico, restringiendo para
el estudiante la posibilidad de corroborar las soluciones que entregan la infinidad
de configuraciones potenciales unidimensionales.

e Con lo anterior se pudo, ademas, mostrar la necesidad de la comprension y uso
de métodos numéricos o graficos cuando no se puede obtener soluciones
analiticas. Junto con dichos métodos se pudo ver la efectividad de una
herramienta computacional en el manejo de una gran cantidad de datos y la
conveniencia de adoptarlos en el estudio de la Mecanica Cuantica.

e Al implementar la herramienta los porcentajes de error entre las soluciones,
producto de las ecuaciones y métodos graficos y las soluciones arrojadas por el
programa fueron lo suficientemente bajos, por tanto dicha herramienta es efectiva
al calcular cualquier tipo de potencial unidimensional, en particular para las que no
tengan solucion analitica.

Elaborado por: Eduardo Andrés Mufoz Reina

Revisado por: Néstor Méndez Hincapié

Fecha de elaboracion del
Resumen:
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Introduccion

Una de nuestras labores como docentes en formacion es buscar mecanismos que
enriquezcan el catdlogo de posibilidades para presentar con mayor efectividad todos los
temas referentes a la Fisica, especialmente aquellos que por su elevado manejo conceptual
y matematico necesitan de un nivel de abstraccion superior, y que por ello escapan al uso
de ideas intuitivas o verificaciones experimentales que se puedan llevar al aula.

Como sabemos, la Mecanica Cuantica no so6lo presenta la dificultad de estudiar sistemas
imperceptibles de forma directa, sino que ademas, nos habla de comportamientos que no
tienen equivalentes clésicos, los cuales son descritos como “onda particula” o “la
cuantizacion de la energia” y que a partir de estos han surgido nuevas ideas como la que
nos ocupa en este estudio.

El concepto de Estado Ligado surge del acercamiento inicial al comportamiento de las
particulas en presencia y bajo la influencia de una energia potencial que restringe las
posibilidades de movimiento. Esto, es descrito por la ecuacion de Schrodinger, que da
cuenta de la energia del sistema con la cual podemos hablar del estado del mismo.

Como veremos, este estudio busca una aproximacion al concepto primordial de la
Mecanica Cudantica, (la cuantizacion de la energia) y los modelos geométricos, matematicos
usados para aproximarnos cada vez mas a lo que podria ser la configuracion real de tales
sistemas y la implicacién que tiene sobre los estados ligados. Se quiere mostrar ademas la
importancia del uso de la programacién como parte de la capacitacion en Ciencias,
particularmente en Mecanica Cudntica para la comprension de dichos sistemas, el manejo

de operaciones en algunos casos complejas y datos utiles en las representaciones graficas



que ayudan a su descripcion. Por tal motivo, se organizd las tematicas de la presente

investigacion en el siguiente orden:

- La descripcion del problema, los antecedentes encontrados sobre este y los objetivos
planteados.

- El estudio teodrico de los objetos usados en la descripcion de los estados ligados.

- Ladescripcion de la herramienta desarrollada, sus posibilidades y datos entregados.

- La evaluacién de la funcionalidad del programa y la comparacion de datos con los
encontrados en el estudio teorico.

- Conclusiones.



CAPITULO 1
CONTEXTUALIZACION

1.1 Problematica

Al iniciar la tarea de incorporar nuevas ideas buscando continuar con el estudio de sistemas
fisicos, ahora a nivel subatomico, es comun encontrar conflictos entre lo que sabemos de
los sistemas cuando son suficientemente visibles o sensorialmente detectables y lo que se
supone pasa cuando estos se salen de nuestra escala y se hacen dificiles de observar, o ser
confirmados experimentalmente en el contexto de la investigacion, e infinitamente mayor
en el de la ensefianza. Para intentar dar cuenta de dichos sistemas solo se cuenta con el
conocimiento teérico y la modelaciéon matematica que nos ofrece alguna informacion, un
tanto a ciegas en términos de la posibilidad de verificar de primera mano; posibilidad que si
nos ofrece la Fisica Clasica en el aula y en lo cotidiano. Con esta idea, podemos advertir la
existencia de una de las dificultades basicas en el estudio de la Fisica Moderna: la
visualizacion de los sistemas cuanticos.

La necesidad de visualizar es lo que ha llevado a relacionar dichos comportamientos
imperceptibles a ideas y conceptos fisicos que nos resulten mas familiares. El principal
ejemplo es el uso de la funcion de onda para describir un sistema cudntico. Empleando la
idea de la naturaleza ondulatoria de la materia, se puede obtener de esta funcion de onda
informacion como la energia de la particula o su posicion, vinculdndolas con la longitud o

la amplitud de dicha onda.



Otro elemento importante en la visualizacion de eventos fisicos es la utilizacion de graficas
de funciones que son también familiares gracias a su uso en la descripcion de sistemas
clasicos y, que de alguna manera, pueden ser extrapolados a situaciones cudnticas en busca
de informacién que nos d¢ una idea de la forma y su posible evolucion.

Estas herramientas de visualizaciébn se presentan como un gran potencial técnico y
didéctico en la ensefianza, que deben ser usadas, asi mismo, con herramientas tecnologicas
que faciliten su manejo y lo lleven a un nivel menos abstracto.

Una de las consecuencias de la falta de visualizacion del fenémeno, es la poca
interiorizacion que se puede hacer y la constante inseguridad al enfrentarse a diversos
problemas que involucre la identificacion de diversos estados. También, la incapacidad de
generar nuevas ideas o posibilidades de investigaciones, pues no existiria un punto claro de
partida.

Para el docente en formacion, y en el contexto social donde se interviene, se ha querido
impulsar la idea de la importancia de la Ciencia como la forma mas efectiva de adquirir la
capacidad de desarrollar las posibilidades de una comunidad con total autonomia. Esto se
logra aterrizando la Fisica cada vez mds con métodos atractivos y digeribles, tales como el
uso de las tecnologias de la informaciéon y la comunicacion (TICS) y los métodos
computacionales, los cuales fueron usados en esta propuesta.

En general, este estudio busca beneficiar a estudiantes con necesidad de reajustar o
reafirmar el concepto de estado ligado y su relacion con sistemas cudnticos y energia,
ofreciéndoles una herramienta con la que puedan verificar de forma practica, informacion
que dé cuenta del comportamiento de dichos sistemas.

Teniendo en cuenta lo anterior, se plante6 la pregunta:



(Como la evaluacion y calculo de los estados ligados en un sistema Mecéanico Cuantico

permiten introducir y dar cuenta de la idea de cuantizacion de la energia?

1.2 Objetivo general

Hacer un aporte al estudio del concepto cuantizacion de la energia por medio de la
evaluacion y célculo de los estados ligados en un sistema Mecéanico Cuéntico, con el disefio
y programacion de una herramienta computacional que dé cuenta del fenomeno y de esta

manera contribuir a la visualizacion y comprension del tema.

1.2.1 Objetivos especificos
- Caracterizar la idea de estados ligados desde la vision conceptual y matematica.
- Desarrollar y programar la herramienta que dard cuenta del fenomeno estudiado
(los estados ligados).

- Evaluar la funcionalidad del programa en la obtencion de datos y gréficas.

1.3 Antecedentes

1. COMBINACION DE ESTRATEGIAS DIDACTICASE INTEGRACION DE TIC’S
EN LA ENSENANZADE FUNDAMENTOS DE FISICA CUANTICA PARA
INGENIEROS.

Susana Marchisio, Miguel Plano, Jorge Ronco y Oscar Von Pamel

Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura — Univ. Nacional de Rosario —

Se trata de un articulo investigativo, en el cual se disefié una herramienta de simulacion

para introducir los conceptos basicos de las ideas cudnticas. La simulacion esta hecha en



Visual Basic y hace la representacion del modelo atdmico de Bohr. La herramienta, tiene
elementos como video, imagenes fijas, sonido y texto, acompanado ademas, de una guia de
trabajo, y un analisis anterior y posterior a la experiencia. De este trabajo se tomaron los
analisis hechos por los investigadores acerca de la forma con que fue recibida la
herramienta por los estudiantes y la forma de implementarla; este trabajo sin embargo, hace
referencia a un tema bésico donde no estan incluidos los modelos matematicos ni el analisis
de las graficas y sus variables. A diferencia de esta investigacion, este trabajo contemplo
un estudio y andlisis detallado del comportamiento observado.
2. REPRESENTACIONES GRAFICAS DE LA RELACION: PARTICULA
CUANTICA- PAQUETE DE ONDAS.
John Fredy Vera Forero. Universidad pedagogica nacional 2010.
(Mecéanica ondulatoria y el caso especial de una particula cudntica libre) (Papel de las
representaciones graficas en la construccion de conceptos cientificos. Conceptos cudnticos).
Se tomo de este trabajo el andlisis que hacen del caso de una particula libre, pues sirvio de
contraste en el estudio de estados ligados. También fue interesante el analisis por medio de
graficas que se hizo, y la idea de la relevancia de la visualizacion, parte importante en este
trabajo.
3. UNA APROXIMACION A UN POZO DE POTANCIAL REAL (UN APORTE A LA
ENSENANZA DE LA MECANICA CUANTICA).
El trabajo hace un estudio de los estados cuanticos y su energia, enfocandose en el analisis
de los pozos de potencial, haciendo énfasis, en la idea de la importancia de acercarse a
modelos més reales que den cuenta del sistema de manera mas fiel, esto también con la idea

de ayudar a la visualizacion del problema de la particula confinada.



Fue importante tomar este trabajo como referente, pues se hizo uso de las mismas ideas
relacionadas con la del estudio y visualizacion de sistemas cuanticos por medio de los
pozos de potencial. En esta propuesta, ademas de esto, se mostrd la manera de introducir un
método computacional para ayudar a esa visualizacién y aportar un poco mas que los

modelos matematicos y sus representaciones graficas.



CAPITULO 2
CONCEPTOS TEORICOS

Un aspecto fundamental al iniciar el estudio de los estados cuanticos ligados, teniendo en
cuenta las dificultades interpretativas de la fisica en la que se encuentra enmarcado, es la
contextualizacidon de conceptos y términos sobre los cuales se ha construido su teoria y que
han posibilitado la asociacion de hechos experimentales con determinados modelos
matematicos. Es conveniente entender este tipo de asociaciones y su formalizacion pues el
estado ligado representa quizd una de las ideas mas importantes de los sistemas en
Mecanica Cuantica, ya que al hablar de estos implicitamente hablamos de cuantizacion de
la energia que como sabemos es la columna que sostiene conceptualmente a esta mecanica.
Es importante entonces como primera medida, comenzar nuestro estudio con una breve
introduccion al formalismo de la Mecanica Cuéntica haciendo énfasis en aquellas nociones
de ese tipo de sistemas que nos compete directamente con el tema, combinacién lineal de
estados estacionarios y estado no ligado sera objeto de estudio. En segundo lugar las
representaciones encontradas como ayuda a la visualizacion del sistema, pozo cuantico,
pozo de potencial cuadrado, armoénico y sus soluciones por medio de la ecuacion de
Schrodinger la cual sera descrita en detalle pues a partir de este analisis se entendera la base
del problema y la posible solucién por el método numérico y el lenguaje de programacion
(C++) elegido en la construccion de la herramienta que se quiere aportar con este trabajo.

En los capitulos 2 y 3 mostraremos esto ultimo haciendo las pruebas necesarias y

analizando los alcances del mismo para ver cumplido el objetivo.



2.1 Sistema cuantico
Como se dijo anteriormente la asociacion entre el fenomeno fisico y el modelo matematico
que dé cuenta de este, tiene que ver con la caracterizacion de un sistema fisico, el cual en

general debe cumplir las siguientes condiciones:

e Una ubicacion en el espacio-tiempo
e Un estado definido que evolucione en el tiempo

e Laposibilidad de asociarlo a una energia medible.

En Mecénica Clésica la comprobacion de estas condiciones nos da la posibilidad de
asignarle una posicioén y un momento definido al objeto en particular (X, y, Z, px, Dy, Pz) ¥
con esto, la descripcion de la energia cinética y potencial asociada a la particula E = K +
V= (p%+ p§+p§)ﬁm+ V(x,y z). la evolucion de esta se podrd indicar dentro del
espacio de fases representada en una grafica de p, vsx para el caso en una sola
coordenada. En Mecanica Cuantica el sistema al que se hace referencia puede ser una o
varias particulas de orden atémico, por ejemplo un electron. Para este tipo de sistemas
existen ademas otras condiciones que se deben cumplir por ejemplo, el principio de
incertidumbre de Heisemberg el cual imposibilita conocer la trayectoria del punto
representativo en el espacio de fase al no poderse saber simultaneamente los valores p, y x
de la particula. Por esta razoén, la localizacion del punto representativo, debera hacerse
pensando no en un punto si no en una region entre x,x + AX y p,, Py +Ap, donde

AxAp, h. Siendo h la constante de Planck la cual define el minimo de accion y en



nuestro caso el minimo de la region donde se puede encontrar el punto representativo en el
espacio de fase.

En la segunda de las condiciones citadas anteriormente se nombra el concepto de estado y
su evolucion en el tiempo, el cual solo puede ser posible teniendo como referencia variables
medibles que den cuenta de esa evolucién temporal. En Mecénica Cudantica el estado es
descrito por un objeto matematico denominado ket, las variables a medir se les denomina
observables que al no ser realmente observables en el mismo sentido que la Mecénica
Clasica se analizan asociandolos a conceptos abstractos como operadores (observables) y
funciones propias (kets).

El observable, matematicamente es representado por un operador O el cual representara la
posicion, la cantidad de movimiento, o la energia que dependiendo de su configuracion
actuara sobre una funcion transformandola, ademas, el operador debe satisfacer la ecuacion
de valores propios.

oY = oy (2-1)

Donde W representa la funcion propia (ket), y a representa el valor propio. En general
existe un conjunto de valores diferentes de a = {a@g, @y, ..., @y, ...} que representan los

posibles valores de la medicion del observable 0.

2.2 Cuantizacion.
Para complementar la idea de sistema cuéantico se debe hablar de lo que resulta particular en

algunos de estos estados fisicos y que de hecho da el nombre a esta Fisica.
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Sin hacer referencia a los experimentos y fenémenos que dieron cuenta de la cuantizacion
de la energia, es importante hablar de la idea de atomo que estas observaciones fueron
gestando y que tuvo a partir de la inestabilidad teoérica del &tomo modelado por Rutherford
una vision nueva del comportamiento mecanico a ese nivel. Bohr, en su busqueda de una
explicacion a dicha inestabilidad expresa en su primer postulado que la fuerza coulombiana
debe ser igual a la fuerza centripeta y que los electrones deben describir su trayectoria sin
radiar energia, ademas que la energia de las orbitas esta en funcion del radio de esta. Con

estas ideas podemos obtener la siguiente expresion (Garcia- Ewert. 2003).

kZe?
2r

2
E=K+V=-mu?—ki-=— 22)

Donde k es la constante de Coulomb Z el ntimero atomico m, la masa del electron v la
velocidad y 7 el radio de la orbita. A demas en esta relacion matematica podemos ver
involucradas la energia cinética y la potencial que indica la presencia del nucleo. Sin
embargo, es en el segundo postulado donde Bohr introduce por primera vez la idea de

cuantizacion cuando condiciona el momento angular y por lo tanto la orbita posible del

. e h
electron a ser multiplo entero de py Lo cual queda expresado.

_ _ == h
L=myvr= n_— (2-3)

Con n=1, 2,3...

Con esta nueva condicion, el radio de las orbitas quedaria expresado.
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h
v, = nZ(ﬁ)z 2-4
n— kme? (2-4)

Con lo que también remplazando este radio en (2-2) cambia la expresion para la energia.

_ mgk?z%e* 1

E, =———F—-
n n2(h-2m)2 2

(2-5)

Con esta expresion ya era posible hacer un andlisis del &tomo de hidrogeno obteniendo su
estado fundamental el cual habla de su nivel mas bajo de energia, y a partir de ahi buscar
las demas energias ligadas a ese sistema. Con esto ya expuesto, podemos sefialar dos ideas
de cuantizacion. La primera que infirié Planck (cuantizacion de la accidon) como parte de la
solucion al problema de la radiacion del cuerpo negro, y una segunda, la de Bohr que habla
de la cuantizacion del impulso angular orbital del electron que conduce a una cuantizacion
de su energia total.

Hasta aqui, la Mecanica Cuantica fue capaz de responder cuestiones a cerca de la capacidad
calorifica de los sélidos a baja temperatura y al comportamiento del atomo de hidrogeno.
Sin embargo la teoria falla al tratar con atomos de mas de un electron y el modelo
matematico (2-5) no responderia a cuestiones conceptuales como el principio de
incertidumbre o la dualidad onda particula (Eisberg- Resnick. 2009). Esto llevo a la
necesidad de idear modelos que integraran lo que se habia logrado describir hasta el

momento y los nuevos conceptos producto de recientes evidencias.
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2.3 Ecuacion de Schrodinger

Resultado de las observaciones hechas a inicios del siglo 20 sobre el comportamiento de la
luz, se acabd por aceptar su aparente dualidad, la cual dependiendo el fenémeno sobre el
cual se estudiaba, esta se manifestaria como particula o como una onda electromagnética.
La generalizacion de esta idea se tuvo gracias a Louis de Broglie quien propuso la
asignacion de una onda a cada particula (ondas de materia) lo cual quedo indicado en la

siguiente relacion.

A= (2-6)

=~

Donde p es el momento lineal de una particula, A la longitud de onda de la onda asociada y
h la constante de Planck. Esto se puede asociar a cualquier particula como un electron
libre E = hv con energia E y frecuencia v. La comprobacion del planteamiento de de
Broglie llevd a desarrollar la idea de generar un procedimiento que incorporara el
comportamiento ondulatorio de las particulas y encontrara elementos que de forma general
describiera la evolucidén de estos sistemas. Dicho procedimiento fue desarrollado en el
trabajo de Erwin Schrodinger sobre mecanica ondulatoria la cual se fundamenta en el
postulado de de Broglie y cuyo resultado fue la deduccion de la ecuacion que lleva su
apellido. Esta, ecuacion de Schrodinger, no solo habla del comportamiento de particulas a
nivel atdmico sino que ademads incluye a la teoria mecanica de Newton como un caso
especial.

La teoria fenomenologica que llevo a la deduccion de la ecuacién estd basada en las

siguientes consideraciones: (Wichmann, 1996)
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1. Son ignorados los fendmenos de creacion y destruccion de particulas, lo que lleva
a que el nimero de particulas se conserva en el tiempo.
2. Las velocidades que intervienen son suficientemente pequeiias, por lo que la

descripcion de la ecuacion es no-relativista.

A pesar de que existe una version relativista para la ecuacion, en este trabajo al tratarse de
una aproximacion a la solucidon y descripcidon para un caso particular de esta, solo se

trabajara la no-relativista e independiente del tiempo.

2.3.1. Caracterizacion y descripcion de la ecuacion.

Regresando a la idea de sistemas cudnticos, uno de los que se debe hablar en principio es el
de una particula libre para la cual la cantidad de movimiento es constante y su energia
solamente cinética, segun el postulado de De Broglie (2-6) si el momento es constante su

longitud de onda también, lo cual quedaria representado por siguiente funcion:

W(# t) = Belki-wt) (2-7)

Donde B es la amplitud de onda, y k el vector de onda en direccién de la propagacion el

cual tiene la forma k = 2m-A. Como sabemos que A = h-2m y junto con (2.6) podemos

deducir:

k — 2_?1’ 27 27 % (2-8)



Donde p es la magnitud del momento lineal. En forma mas general.

==

k = keb+ kyf+ kk =

Para evaluar la variacion de la funcion (2-7) le aplicamos el operador gradiente ﬁf :

0 05 ZOR = i(kd + ey otk k)e™

VY(7) = — N

VW () = ik¥(7) (2-9)

Con esto se ha verificado que la funcion de onda W para este caso cumple con la condiciéon
definida en la seccion 1.1 de ser una funcion propia del operador gradiente V con valor

propio ik. Multiplicamos la relacion (2-9) por un factor —ih para descubrir el operador

momento:
—ihVY¥ () = p¥(F) (2-10)

Con lo que podemos ver que la cantidad cldsica de momento P es equivalente en Fisica
Cuantica al operador —ih . Si se aplica el operador gradiente nuevamente y se divide por

2mlo que es equivalente a una segunda derivada la relacion (2-9) queda:

~ 2 2y = L) 2-11)

2m

Como p?-2m es la expresion para la energia cinética Ex la relacién matematica

finalmente mostraria:
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_ I ey = B W) (2-12)

2m

La expresion (2-12) describe el comportamiento de una particula libre, en la cual su energia

total es solamente cinética Ex y es expresada por el operador mecano cuantico

(-h22m) 2.
2.3.1.1. Estado no ligado (de colision).

La relacion matematica (2-12) es la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para
la particula libre en la cual aun no existe la influencia de una energia potencial V' (x). A las
particulas en estas condiciones se dice que estan en estado de colision, las cuales tienen un
momento definido y son representados por una onda plana. También en contraste con las
que describen los estados ligados, Las funciones que describen los estados de colision son
no normalizables, por lo tanto la amplitud de probabilidad (de la que se hablara mas
adelante) no se anula o decae. Estos estados representan a particulas que se mueven en un
espacio infinito, por lo tanto su funcién tedéricamente nunca tenderia a cero, ejemplo de esto
puede ser el estado de un electrén desprendido de un 4tomo al ionizarse. El estado de
colision tiene un tratamiento matematico diferente que no serd objeto de estudio en este
trabajo y que solo se ha nombrado para poder contrastar algunas de sus caracteristicas con

la de los estados ligados.
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2.4 Pozo de potencial

Una vez revisada la forma de la ecuacion de Schrodinger y su representacion para el caso
de una particula libre, continuaremos su estudio para el caso cuando el sistema a describir
incluye una energia potencial V(x) la cual puede estar dada por una fuerza de Coulomb en
la interaccion de dos particulas o continuando con el ejemplo del electron, cuando este esta
bajo la influencia del nucleo de un atomo. Para esto solo bastaria con incluir estas
condiciones en la ecuacion e intentar buscar la relacion de los resultados con el sistema. Sin
embargo, existen formas de representar dichos sistemas de forma grafica, que pueden dar
mayor claridad a la hora de interpretarlos.

El pozo de potencial, es un concepto, en el que se busca ilustrar las caracteristicas de
sistemas donde una particula se encuentra “encerrada” por un potencial el cual varia segun
ciertos parametros. El caso mas sencillo de trabajar por sus caracteristicas geométricas el
pozo cuadrado con potencial infinito, figura 2.1, en el cual la particula no tiene posibilidad
de salir por lo tanto todos los posibles estados de la particula estan ligados. Una breve

descripcion de este modelo nos dara una idea de sus caracteristicas.
La descripcion hecha hasta ahora de la ecuacion de Schrodinger viene dada para 7 sin
embargo, el interés de este trabajo es en los potenciales en una dimension, por lo tanto en

adelante se trabajara con una coordenada en el eje X.
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2.4.1 Pozo de potencial infinito.

Figura 2.1. Representacion grafica de un pozo de potencial infinito.

Tenemos entonces, las condiciones iniciales representadas de la siguiente forma:

0 para x <0
Viry={ O para 0<x=1
0 para x>1

Donde [ es la distancia entre los limites del pozo sobre el eje x. La solucion en la region 2

de la ecuacion de onda es igual a la de la particula libre, en las regiones 1 y 3 el potencial

siempre sera superior a la energia cinética de la particula por lo tanto no hay posibilidad de

encontrarla en esas regiones, con estas condiciones la ecuaciéon de Schrodinger queda

descrita:

2m

E
th Wx)=0

W+
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La cual es valida solo para la region 2 y donde su energia es solamente cinética. Las

soluciones para esta ecuacion diferencial (2-13a) esta dada por la funcion (2-13b)

LIJ(x) = Ccos(kx) + Dsen(kx) (2-13b)

ConDZJ%y kZJzn;:K

Los limites del pozo representan un potencial infinito en x =0 y x = [ Por lo tanto la
funcion siempre serd cero al acercarse a ellos. Al hacer L|—’(x = O) = L|—’(_x = I) =0 la

funcion de onda queda:

0 parax <0
W(x) = {Dsen(kx) para0 < x < I
0 para x>1

Esto implica, que no todos los valores de longitud de onda A = 2w~k son posibles, si no

solo aquellos en los que se cumple:

2ml

kl = - =nm Paratodon =123, ... (2-14)

Las soluciones posibles serian:

0 parax <0

. nkx
W(x) ={ Dsen (T) con n=123,..para0<x <1

0 parax > 1
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Los valores de estas energias ligadas se pueden conocer teniendo en cuenta de (2-13b) y

(2-14) la siguiente relacion:

Despejando para E y definiendo que sus valores dependende n = 1,2,3 ...

_ n?m2p?

2ml?

(2-15)

Con esto, se cumple la idea de cuantizacion de la energia, pues n solo tomaria valores
enteros. Podemos concluir entonces como se dijo al inicio de la descripcion que en este
modelo, todos los posibles estados de la particula se representarian como estados ligados

cuantizados.

2.4.2 Pozo de potencial finito.

En este modelo, la energia potencial que condiciona el movimiento de la particula, ya no es
infinita, lo cual nos dice que esta tiene valores en los cuales podria escapar, y en los que la
funcion de onda seria similar a la que se mostr6 anteriormente, cuando no existia energia
potencial (2-12).

En este caso el modelo es un pozo donde el potencial en las regiones 1 y 3 es Vy yen la

region 2 donde se encuentra la particula el potencial es cero. El concepto es el mismo que
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en el infinito, solo que ahora la energia cinética de la particula sumergida en el pozo puede
superar el valor Vg y escapar de este.

Las condiciones respecto a la energia potencial se muestran en la figura 2-2 se expresarian:

Vo

region | region|Il regién Il

Figura 2.2. Representacion grafica del pozo de potencial finito.

Vo desde —o<xy<-—I
V(x)=£0 desde —I<x<l
Vo desde l<x<w

Esta configuracion generaria dos casos:

Caso 1: 0 < E <V, en este caso, las soluciones no son totalmente oscilatorias, también se
encuentran funciones exponenciales en las regiones 1 y 3, en este caso se puede encontrar
estados ligados cuantizados.

Caso 2: E > V), para este caso, se obtendrian soluciones oscilatorias pero con una longitud
de onda diferente y un numero de onda k diferente, semejantes a particulas libres, con una
energia no cuantizada.

La pregunta que surge en la exposicion de estos casos seria. ;Cuantos estados cuantizados
existen en tal modelo?

Parte de la respuesta es, que estaria en funcion de los valores de Vyy L.
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Del analisis de esta configuracion se define la ecuacion de Schrodinger para cada region, de

la solucion de estas ecuaciones diferenciales se obtienen los siguientes resultados.

Ae?* para —oco<x<l|
W(x) = { Csen(kx) + Dcos(kx)y  para —l<x<l
Fe™7* para [<x<w
Donde, k = JZ;’ZE yy= Jw (2-16)

Cada regién posee una funcion que describe el comportamiento de la particula, sin embargo
ese solo dato no es suficiente pues es necesario que estas funciones se articulen formando
una sola para tener una descripcion coherente del comportamiento de la particula en todas
las regiones. Se precisa de unas condiciones de frontera que nos garantice la continuidad
de las funciones en los cortes de cada region. Para esto identificamos las siguientes

relaciones.

Wi (=l =¥(=D)

qul(—l) . dtllz(f—l)
ax dx

Wo(h) = ¥:(D

d‘{Jz(l) . dLlJ3(l)
ax ax
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Tenemos entonces que para que se cumpla dicha condicion, tanto las funciones como sus
derivadas deben ser iguales en su punto de encuentro. Ya que el pozo es simétrico o lo que
es lo mismo el potencial es una funcién par, solo bastara con verificar uno de sus lados para

obtener la funcién correspondiente. Tenemos entonces.

Funciones regiones 2 y 3 Dcos(kly = Fe™

Y sus derivadas —kDsen(kly = —yFe™"!

Dividiendo las ecuaciones se obtiene:

ktan(kly =y (2-17a)

Nos queda (2-17a) para encontrar las soluciones pares. Para encontrar la solucién que nos
describa las impares usamos la funcién seno de la region 2 intermedia del pozo y se hace el

mismo procedimiento.

Funciones regiones 2 y 3 Csen(kly=F e
kCcos(kly = —yFe™"!

keot(kly = —y (2-17b)
Con las ecuaciones (2-17a y 2-17b) podemos saber cudntas funciones existen dentro del

pozo, es decir cuantos estados ligados, encontrando los valores de k y y, ambas funciones

de la energia E (2-16). Como se pueden verificar no tienen solucidén analitica, son
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funciones trascendentes por lo que sus soluciones solo pueden ser encontradas de forma
numérica o usando un método grafico como se hara en este caso.

Se reemplaza a continuacion para (2-17a y 2-17b) los factores k y ¥ a sus equivalentes en
(2-16) y se grafican en funcion de E. Los puntos donde se intersequen las funciones seran
los valores propios o energias ligadas para una configuracion particular.

Como ejemplo tenemos la siguiente configuracion para para un caso particular con los

siguientes valores de dichos factores y la forma resultante de las funciones a graficar.

Con m=1
A=1

V2E tan(V2El) = \J2(V, — E) (2-18a)

V2E cot(V2El) = —/2(V, — E) (2-18b)

Donde a (2-18a y 2-18b) se les asigno los valores [ =2 y V, = 10 los cuales dieron
como resultado la grafica de la figura 1.3. Se pueden ver las funciones en rojo y en azul
respectivamente y en la cual se pueden identificar seis estados ligados representados por las
intersecciones y cuyos valores los relacionamos con el eje x. En este caso son:

A 0.25,B 099,C 2.23,D 3.93,E 6.06,F 8.51.
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Figura 2.3. Grafica de la funcion (2.18a) en rojo intersecciones A,C,E. y la funciéon (2.18b) en azul
intersecciones B,D,F. para un caso particular.

De esta forma podemos encontrar la cantidad de estados ligados y su nimero de onda
correspondiente haciendo uso de métodos graficos. La generacion de funciones
trascendentes tan solo al intentar solucionar este tipo de sistemas aiin muy sencillos, es una
muestra de la necesidad de implementar métodos numéricos y la ayuda de los ordenadores
al momento de encontrarlas y hacerlas visibles para un mejor andlisis y comprension. Este

es el espiritu de este trabajo y esa su relevancia en la ensefianza.

2.5 Estados ligados.

En la seccion 2.4. Indagamos dos de las principales configuraciones del pozo de potencial
cuadrado el cual da cuenta del comportamiento de la funcién de onda asociada a la
particula sumergida en un potencial. El comportamiento de la onda en el pozo finito es
diferente en cada region de este, al punto de convertirse en una funciéon exponencial
cuando se traslapa en la region V,. La igualdad de las relaciones matematicas (2-16a y b)

muestra el requisito de continuidad entre las dos funciones (regiones 2 y 3) para que sea
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valido el posible estado de la particula aun dentro del pozo. Este comportamiento sera,
mientras la energia cinética Ex de la particula no sobrepase el valor de la energia potencial
Vo del sistema. A estos posibles estados se les denomina estados ligados.

Los valores de esos estados, son representados en ecuacion de Schrodinger (luego de la
transformacion con el operador) por los valores propios del vector propio o funcion de
onda, los cuales como vimos en la seccion 2.2. Son valores discretos. Cuando la energia
potencial no es muy diferente a la cinética de la particula, las energias propias son pocas y
pueden ser calculadas, no en forma analitica, pero si con otros métodos como es el caso del
ejemplo expuesto, en el cual, graficamos cada una de las funciones de la igualdad (2.16ay
2.16b), donde y es representada por las lineas de colores las cuales se intersecan con las
lineas asintéticas de las funciones tangente y cotangente. Los puntos de interseccion
representan los estados ligados en cada potencial. Figura (2.3).

Estos estados ligados tienen diversas formas de ser medidos y dependen en gran medida del
tipo de potencial evaluado. Como ejemplo se puede citar el potencial armodnico, cuya
descripcion de sus valores ligados estd dada por la relacion (2-21). Para este caso, el
nimero de estados ligados y por lo tanto su valor depende solo de la frecuencia de
oscilacion dela particula, para el caso del pozo cuadrado finito depende del valor del
potencial y el ancho del pozo. Estos aspectos seran evaluados con detenimiento en el

capitulo 4.
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2.6 Oscilador armonico cuantico.

El oscilador armonico es un caso que serd estudiado y evaluado por métodos numéricos en
este trabajo, debido a la importancia de esta representacion como una aproximacion a
sistemas mads realistas (y por lo tanto mas complejos) de tipo oscilatorio en los cursos
introductorios a la Mecanica Cuantica. Este en general es la representacion de cualquier
sistema que ejecute vibraciones pequeias alrededor de un punto de equilibrio estable, por
ejemplo es usado en el estudio de vibraciones de 4&tomos en moléculas diatomicas las cuales
se encuentran en las propiedades acusticas, térmicas y magnéticas de los sélidos, ademas de
en electrodindmica de sistemas cudnticos en los cuales las ondas electromagnéticas estan
vibrando (Eisberg- Resnick, 2001)

La ecuacion de Schrodinger que describe este sistema tiene la forma:
2P () +27 (E — —kxz)LP(x) = (2-19)

La solucion analitica de esta ecuacion es bastante larga y la obtencion de los estados
ligados es mas complejo que en el ejemplo anterior, por ahora se mostrara la forma general

de la funcién de onda resultante para el oscilador armoénico:

,_

Wo(x) = Jzn—nl e~ x**2H (o) (2-20)

Donde o = Ykm /"h? es un parametro producto del desarrollo de la solucion. Su energia o

valores propios vienen dados por:
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En=hwn+%hw=(n+%)ﬁw (2-21)

Donde w es la frecuencia angular de oscilacion de la particula. El desarrollo de la solucion
del oscilador armonico se encuentra en el apéndice A.

A lo largo de este capitulo pudimos ver que elementos conforman la ecuacion de
Schrédinger y como esta se relaciona con sistemas que describen el comportamiento de una
particula en tres diferentes potenciales unidimensionales a los cuales aun es posible
encontrar una solucidon analitica y con los que pudimos identificar las variables y las
funciones resultantes en especial las que dan cuenta de los estados ligados. El estudio de
estos potenciales sera de utilidad en el trabajo como referencia al verificar la funcionalidad

del objeto propuesto, descrito en el siguiente capitulo.
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CAPITULO 3
DESCRIPCION DEL PROGRAMA

Introduccion

En el capitulo 2 se hizo revision de la parte conceptual fisica y el analisis de la matematica
involucrada en la descripcion del sistema que es parte del objeto de nuestro estudio. Al
intentar solucionar uno de estos sistemas de forma analitica, especificamente el pozo
cuadrado finito generalmente usado como ejemplo base en los cursos introductorios de
mecanica cuantica, pudimos ver la dificultad al resolver su ecuacion de Schrodinger EDS y
encontrar los valores propios que dan cuenta de los estados ligados al pozo. En dicho caso
fue necesario para encontrar los estados, hacer uso del analisis de la grafica que generaba
las funciones en cada region del pozo.

Al mostrar también la solucion del potencial armoénico se vio que los procedimientos para
resolver la EDS son variados y dependen del sistema que se quiera analizar, en este caso
relacionado directamente con la geometria del potencial la cual produce ecuaciones
diferenciales a las que generalmente no es posible encontrar una solucion analitica. Se hace
necesario entonces hallar una forma de solucionar dicha ecuacion para diferentes
configuraciones en favor de poder obtener informacion de cualquier potencial
unidimensional propuesto e ilustrar los datos de interés, esto como apoyo en el estudio de
los estados ligados. En este capitulo se mostrara entonces como se busca dar solucién a esto
teniendo en cuenta la descripciéon del método numérico, el programa y demas elementos

usados en este propdsito.
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3.1. Elementos a tener en cuenta.

Como objetivo tenemos el disefio de una herramienta que sea de ayuda en la solucion de la
EDS para cualquier potencial unidimensional y la obtencion de la informacién que de ella
sale y que es importante en el andlisis y comprension del tema.

Como se hablo en el capitulo 1 es necesario en la mayoria de casos implementar un método
distinto al analitico, para resolver la ecuacion diferencial generada por el sistema, como la
solucion de esta corresponde a una familia de funciones de onda asociada a los estados
cudnticos, debemos encontrar una manera de aproximarnos a la forma dela curva de una
hipotética funcion solucion. Con esto tenemos como primer elemento la busqueda de un
método de aproximacion apropiado para la forma de la EDS que recordando para nuestro
caso, es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden la cual carece de primera
derivada.

El andlisis numérico en general provee de un algoritmo para llevar estas operaciones
complejas a procedimientos aritméticos que presentan una aproximacion numérica. existen
métodos que pueden ser usados como por ejemplo el de Runge Kutta de cuarto orden RK4,
sin embargo el uso de este requiere operaciones adicionales como la de reduccion de orden
que recargarian el algoritmo sin ser relevante y si un distractor en el estudio del objetivo

propuesto.

3.1.1. Método numérico de Numerov
Un método mas directo es el método de Numerov, el cual hace parte de los llamados

métodos multipaso y busca resolver ecuaciones diferenciales de orden superior del tipo:
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') = f(x)y(x) + wx)

Que como se puede ver tiene las caracteristicas descritas de la EDS. Para llegar a la forma
de este método se debe aproximar la derivada segunda utilizando la féormula de los tres
puntos mas su termino de error (Noguera, Rodriguez, Velasco.2010) y asi poder obtener la
relacion de recurrencia mostrada mas abajo (3-1) la cual se ve resuelta en términos de la
EDS. A continuacion se muestra la ecuacion y su forma respecto al método. Un desarrollo

detallado se hace en el apéndice B.

Se define la ecuacion diferencial

W dyw
_ﬁWﬂL V)Y = E¥
a*¥ _2m
axz ez VO B
d*y
Tz - JO¥

La cual es introducida en el método:
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Donde W, =W(x,) , fn=f(x)= Z—T(V(xn) —E) y h el paso al siguiente valor de
5 il

Como se puede observar los W,,_; y W,_, nos indica que se deben tener en cuenta los dos
resultados inmediatamente anteriores para evaluar la funcion W,, los términos f, son
funciones de la energia.

El método encuentra los valores por prueba y error por lo tanto son muchas las soluciones
arrojadas por este, sin embargo no todas son utiles pues como se vio, las correctas deben
cumplir con unas condiciones de frontera. Para integrar se deben asignar puntos de inicio
Pi, los cuales estan ubicados a izquierda y derecha del pozo, el método integra desde los
extremos hacia el centro haciendo valida tinicamente la funcion que logre coincidir el valor

de frontera en una curva suave. Figura 3.1.

Vo il Ea Vo _
\
\\
Ve \ /‘L\,,.\
N\ Eb ~
\ AN
N N\
~ ‘\
~~ ~ N
T 1X 0 .
Pi le_| Pi Pi iT'.f_1 Pi

Figura 3.1. Imagen que busca ilustrar la manera como el método encuentra la energia correcta para la
condicion de frontera para el pozo cuadrado.
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1. Seelige un valor para la energia E; =0  Wg(x).

2. Se integra desde los extremos hacia el centro, iterando la funcion de onda

3. El método no es de un paso, lo que quiere decir que y(x) se calcula a partir de
los dos resultados anteriores.

4. Se toma como estimaciones E,y Epdentro de los cuales se encuentra la energia

correspondiente.
_ EqtEp . . . ., .
5. Se toma E = — Y determina los cambios de signo para la funcion. Si es

menor de cero E=E},, sino E=E,
6. cuando E} menos E,; es menor que la tolerancia de error se deja.

7. sies mayor se regresa a el punto 5.

Los anteriores pasos muestran algo del procedimiento del algoritmo con el cual se calculan

los valores propios de la ecuacion.

3.2. El programa.

El método fue programado DevC++ el cual se constituye un puente entre el lenguaje C y el
lenguaje de programacidon orientado a objetos, caracteristica que hace posible la
simplificacion de acciones y la elaboracion de un codigo mas legible [5]. A su vez hace
posible el uso de variables y funciones predeterminadas lo que libera al usuario y hace
posible centrarse exclusivamente en el algoritmo a programar.

En el programa desarrollado es posible ingresar cualquier tipo de potencial unidimensional

del cual calcula los puntos de cada funcion propia dentro de este en intervalos de h = 0.05,
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lo cual es un calculo promedio de 400 puntos por funcién, ademas, calcula los valores
propios de estas y las normaliza.
Los valores calculados son almacenados en archivos temporales, uno para cada funcion,

estos son relacionados en el programa como lo muestra la figura 3.2.

16

17 int main (){

18 ofstream archivo("vpMASA.txt"), potencial("PotencialA.txt"), file("fhiA.txt"),
19 gnuplot("armonico.plt");

Figura 3.2. Lineas donde se aprecian los archivos de datos para cada funcion calculada.

El primero “vpMASA.txt” contiene los datos de los valores propios o energias ligadas. El
segundo “potencialA.txt” los de la funcion potencial, en este caso la del oscilador armonico
y el tercero “fhiA.txt” los puntos que conforman cada funcidén propia. Estos datos pueden
ser consultados en dichos archivos por el usuario y ademas, son usados para hacer la
representacion grafica de cada una de las funciones y valores mencionados.

La parte visual es hecha en Gnuplot el cual es un programa especializado en la generacion
de graficas de funciones en 2D y 3D. En este es dibujado el potencial, las funciones de

onda y las lineas que representan los niveles de energia. Como lo muestra la figura 3.2.
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Figura 3.3. Ejemplo de una gréafica entregada por el programa en gnuplot para el Oscilador armonico.
Linea azul potencial, rosada funcion propia, verde energia.

Agui vemos dibujado el potencial, las funciones de onda y las lineas que representan
los niveles de energia. En la parte superior en azul, tenemos un cuadro de comando
“gnuplot pause” el cual emerge junto con la grafica y tiene la funcién de pausar o hacer
avanzar la siguiente imagen al aparecer cada funcion propia con su nivel de energia.

En el programa en general fueron asignadas lineas para la escritura del potencial
unidimensional particular, para procedimientos de iteracion del método de numerov y
normalizacién que entregan las funciones y los valores propios correspondientes y lineas
para graficas en gnuplot. En el siguiente capitulo se mostrara la manera de ingresar datos,

variables y las lineas de cddigo correspondientes.
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CAPITULO 4
IMPLEMENTACION DEL PROGRAMA

Introduccion

Una vez mostrada la estructura del programa se debe revisar el funcionamiento y la eficacia
del mismo, respecto a su capacidad de ingreso, reproduccion de datos y visualizacion de los
modelos. Para esto se hard primero la revision y confrontacion de los datos obtenidos de
algunas configuraciones del pozo de potencial cuadrado y del oscilador armdnico obtenidas
con las ecuaciones correspondientes para las energias ligadas (valores propios) y las
obtenidas al ingresarlos en el programa. Esto a su vez servird para establecer el tipo de
datos y como se deben ingresar estos para mantener la estabilidad del programa y lograr
obtener resultados significativos. Se mostrara ademas que tipo de interpretacion se le
pueden dar a los resultados ademas de las representaciones que de estos hace el programa.
Se mostrara el tipo de ayuda que este puede prestar en la comprension del tema de los
estados ligados en potenciales unidimensionales teniendo en cuenta, como se ha dicho, el

contexto académico para el cual esta hecho.

4.1 Ingreso y salida de datos

En el programa como se dijo, debe ser posible el ingreso de cualquier potencial
unidimensional junto con las variables descritas a lo largo del trabajo como son la masa y la
frecuencia angular las cuales influyen en la cantidad de estados ligados y los valores
tomados por estos. Respecto a los potenciales, sabemos que la geometria de estos ofrece

variables que como vimos en el caso del pozo cuadrado finito, el ancho 21 en x junto con el
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potencial V3 en y, influyen en la obtencion de las funciones solucion y sus valores de
energia.

Es entonces importante mostrar como actuan estas variables en el programa respecto a los
resultados arrojados y que precision es posible lograr. Para esto evaluaremos dos pozos de
potencial para los cuales existe solucion analitica, lo cual representa la oportunidad de
confrontar los datos obtenidos con los hallados en la literatura y poder entregar una
estimacion de la funcionalidad del programa.

Tenemos a continuacion la descripcion de las variables, constantes y potenciales que se
usaran.

h Cuyo valor es de 1.0546 x 10734 Js representa en términos de calculos y de escala, un
numero dificil de manejar por la cantidad de cifras significativas a tener en cuenta. Debido a
esto y por tratarse de un sistema conveniente a el propodsito del trabajo, se usara la
conversion a unidades atomicas para el ingreso de los wvalores de
h,masa del electron dentro del pozo.

l. Para el caso del ancho del pozo cuadrado y w frecuencia angular para el caso del

oscilador armonico son usados en el mismo orden de unidad.

4.1.1 Pozo cuadrado implementacion.
Como el interés del estudio son los estados ligados o las energias posibles dentro del
potencial, evaluaremos primero las energias posibles en el potencial cuadrado usando el

método grafico que se obtiene con las relaciones (2-17 a y b) para casos particulares.
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En el programa escribimos la linea que hace referencia a la relacion matematica que

describe el potencial cuadrado. Figura 4.1.

13

14 double V(double x){
15 - K
16 if (x <= retur‘n if (x » -2 BR w < 2) return 8; if (x >= 2) return 18;}

17

Figura 4.1. Linea del programa que describe el pozo de potencial cuadrado. Resaltados los valores

particulares de [ Y V{ respectivamente.

double V(double x){ if (x <= -2) return 10; if (x > -2 && x < 2) return 0; if (x >= 2) return
10;}

Haciendo uso del programa para la modelacion del pozo de potencial cuadrado se verifica
los valores de las primeras 6 energias para varias amplitudes { del pozo y un potencial V
constante. Los resultados los encontramos en la tabla 3.1a los cuales como se dijo se pueden
comparar con los resultados obtenidos del método grafico explicado en la seccion 2.4.2.

Estos consignados en la tabla 4.1b.

ParaVy =10 =76,2¢eV

Programa

n 0.5 | 2 3 4 5

ny 2.290 0.8185 0,249 0,1186 0,0691 0,0451
n, 8.130 3.2170 0,994 0,4740 0,2763 0,1807
ny 6.9406 2,225 1,0651 0,6214 0,4065
Ny 3,926 1,8894 1,1038 0,7223
Ng 6,055 2,9432 1,7225 1,1280
Ng 8,506 4,2201 2,4764 1,6230

Tabla 4.1a. Valores entregados por el programa (pozo cuadrado) para V, = 10 y distintas I.
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Método grafico

n 0.5 1 2 3 4 5

n 2,295 0,819 0,249 0,119 0,069 0,0452
n, 8,137 3,221 0,994 0,474 0,276 0,1808
1 6,945 2,227 1,065 0,621 0,4066
1y 3,928 1,890 1,104 0,7226
1 6,058 2,944 1,723 1,1284
ng 8,508 4,221 2,477 1,6236

Tabla 4.1b. Valores entregados por el método grafico para V, = 10y distintas [.

En las tablas 4.1a y 4.1b podemos ver los resultados de los seis primeros valores propios
cuando el potencial es constante ¥y = 10 y se varia el ancho del pozo [. La primera usando
el programa y la segunda el método grafico. Al compararlas, podemos observar que para
los valores de [ =05, 1 y 2 hay concordancia en la cantidad de estados ligados
obtenidos por el programa y el método, estos son 2, 3 y 6 estados ligados respectivamente.

Los valores de estos también nos muestran coherencia, al estar el valor propio mas alto
cercano al limite impuesto por el potencial V. Los estados ligados paralas [ =3, 4 y 5
son respectivamente 9, 12 y 15. Sin embargo como se dijo, se consideran solo los seis
primeros, los cuales también al comparar las dos tablas muestran valores bastante cercanos.

Para verificar el nivel de concordancia de los datos entregados por el programa versus
método grafico, hallamos el error porcentual de algunos de ellos tomando como valor real

el entregado por el método grafico ny y el del programa como valor medido n,,.

£y = @ % 10 (4-1)

g

39




Se considerd conveniente solo la evaluacion de una muestra, en este caso de los valores 14
y ng de [ = 2. Los cuales presentaron para el n; un error de 0% y para el ng uno del
0,023%.

La muestra representa una alta correspondencia en los valores evaluados, el resultado se
puede facilmente extrapolar a los demas valores al hacer una comparacidon por inspeccion.
Esto, ademdas del analisis previo evidencia precision en los datos entregados por el
programa.

En las talas 4.2a y 4.2b se realiz6 el mismo procedimiento disminuyendo el potencial con la

intencion de evaluar la precision con valores mas bajos.

Para Vo=5=38,1 eV

Programa

n 0.5 1 2 3 4 5

ny 1.7528 0.7029 0,22448 0,11205 0,06542 0,04322
n, 5.0090 2.6862 0,89200 0,44723 0,26142 0,17281
n; 5.1160 1,98085 1,00222 0,58721 0,38848
Ny 3,43246 1,77027 1,04126 0,68974
Ng 4,95795 2,73774 1,62100 1,07579
Ng 3,87172 2,32306 1,54541
Tabla 4.2a. Valores entregados por el programa (pozo cuadrado) para Vo = 5y distintas L.

M¢étodo grafico

n 0.5 1 2 3 4 5

ny 1,7551 0,7036 0,2274 0,1121 0,0662 0,0442
n, 4,9991 2,6879 0,9158 0,4474 0,2641 0,1744
ns3 4,9979 2,0263 1,0025 0,5941 0,3906
Ny 3,5093 1,7708 1,0535 0,7024
Ng 4,9929 2,7384 1,6399 1,0810
Ng 3,8723 2,3488 1,5552

Tabla 4.2b. Valores entregados por el método grafico para V, = 5y distintas [.
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En este caso la correspondencia en el nimero de estados ligados persiste, sin embargo el

error porcentual entre los valores muestra n, y ns aumentaen [ = 2. Paran; = 0.142% y

para ns = 0.701%.

En las tablas 4.3a y 4.3b se muestran los valores al hacer ahora [ = 2 constante y variar el

potencial Vy. En las tablas 4.4a y 4.4b se hizo el mismo procedimiento para [ = 0.5.

Paral=2=2x%x10"9m

Programa

n; 2 4 6 8 12 14

n, 0,1959 0,2219 0,2349 0,2432 0,2535 0,2570
1, 0,7652 0,8796 0,9349 0,9694 1,0121 1,0266
N3 1,6155 1,9412 2,0821 2,1668 2,2690 2,3032
n, 3,3047 3,6320 3,8088 4,0106 4,0763
N 5,4354 5,8302 6,2102 6,3259
Ng 7,9147 8,8068 9,0117
Tabla 4.3a. Valores entregados por el programa para | = 2 y distintas V.

Método grafico

n; 2 4 6 8 12 14

ny 0,1960 0,2222 0,2351 0,2434 0,2537 0,2573
n, 0,7654 0,8800 0,9354 0,9701 1,0130 1,0276
N3 1,6157 1,9419 2,0831 2,1682 2,2709 2,3053
Ny 3,3053 3,6334 3,8108 4,0136 4,0797
Ng 5,4362 5,8322 6,2141 6,3305
Ng 7,9148 8,8107 9,0169
Tabla 4.3b. Valores entregados por el método grafico para l = 2 y distintas V.

Para [ =05 =5x10""m

Programa

n; 2 4 6 8 12 14

ny 1,0920 1,5828 1,8937 2,1174 2,4292 2,5451
n, 5,8769 7,1828 8,8637 9,4550

Tabla 4.4a. Valores entregados por el programa para | = 0,5y distintas V.
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Método grafico

n; 2 4 6 8 12 14
ny 1,0924 1,5844 1,8964 2,1212 2,4353 2,5522
n, 5,8773 7,1858 8,8740 9,4693

Tabla 4.4b. Valores entregados por el método grafico para I = 0,5y distintas V.

Contintia habiendo correspondencia entre el nimero de estados ligados dado por el método
grafico y el programa, los valores propios son coherentes respecto al limite impuesto por
cada potencial. En la tabla 4.3a Tenemos datos para [ = 2 y distintos potenciales Vj, se
tomaron como muestra el n,y el ng de Vo = 14 y se hallo su error respecto a sus analogos
de la tabla 4.3b. Para n; = 0.116% y ng = 0.057%. Para las tablas 4.4a y 4.4b se
tomaron los datos ny y n, de Vy = 14 los cuales entregaron los siguientes resultados.
ny =0278% y n, = 0.151%.

En el apéndice C se muestran los errores porcentuales de todos los valores de las tablas
comparativas en el podemos verificar que el dato con el mayor error es de 2.36% lo cual
muestra una correspondencia importante entre los datos de control y los obtenidos con el

programa.

3.1.2. Oscilador armoénico implementacion.
Para obtener las energias de los estados ligados en un oscilador arménico cuantico es
necesario evaluar la relacion matematica (2-21) obtenida de la solucion analitica descrita en

la seccion (2.6).

1
En:(nJrE]hw
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Con la ecuaciéon podemos ver como las energias dependen en este caso Uinicamente de la
frecuencia angular de oscilacion de la particula y del valor entero n.

En el programa, introducimos la descripcion matematica del potencial armonico incluida
en la EDS (2-19). La relacion matematica es el de una funcién cuadritica en X que

representa la posicion de la particula (Garcia, Ewert. 2003).
1 1
V(x) =1 kx? = Emwzxz (3-2)

La masa en este caso también equivale a la unidad, w puede tomar diferentes valores. La

relacion (4-2) queda escrita en el programa como lo muestra la figura (4.2)

8 #tdefine m

9 #define@l

14 double V(double x){ Ve

15 double w2, x2; w2=w"w; x2=x"x; return 8.5%m*w2%x2;)
16

Figura 4.2. Linea del programa que describe el potencial oscilador armoénico. A la frecuencia angular
indicadas en rojo, se cambia el valor en la linea 9.

Como ya se dijo, la masa equivale a unidad y para evaluar los resultados obtenidos por el
programa hard para diferentes valores de W y se comparara con los obtenidos con la
ecuacion (2-21). En las tablas (4.5a) encontramos los seis primeros valores propios
obtenidos por el programa para trece valores de @, en las tablas (4.5b) los valores propios

segun la ecuacion para las mismas frecuencias.
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Programa

ni 0.4 1 2 3 4 5

Ng 0,2 0,5 1 1,5 2 2,5

ny 0,6 1,5 3 4,5 5,999 7,4999
n, 1 2,5 5 7,499 9,999 12,499
N3 1,4 3,5 6,9999 10,5 13,999 17,499
Ny 1,8 4,5 8,9999 13,499 17,999 22,499
Ng 2,2 5,49999 11 16,499 21,999 27,499
Tabla 4.5a. Valores entregados por el programa para distintos valores de .

Ecuacion

ni 0,4 1 2 3 4 5

Ng 0,2 0,5 1 1,5 2 2,5

n 0,6 15 3 45 6 7,5

n, 1 2,5 5 7.5 10 12,5

N3 1,4 3,5 7 10,5 14 17,5

Ny 1,8 4,5 9 13,5 18 22,5

Nsg 2,2 5,5 11 16,5 22 27,5

Tabla 4.5b. Valores entregados por la ecuacion para distintos valores de .

Los datos de las tablas, muestran en la mayoria de casos una total correspondencia entre los
obtenidos por el programa y los obtenidos con la ecuacion, el error porcentual mas alto es el

del valor n, de w = 3 con un 0.013% lo cual sigue mostrando una correlacion bastante

importante. Los errores porcentuales se encuentran en el apéndice C.

4.2 Resultados y proyecciones del programa.

En la seccion 4.1. Pudimos ver el funcionamiento del programa, la forma de usarlo y poder
obtener informacion util en el estudio de los pozos de potencial unidimensionales, en
particular los estados ligados. Vimos que los datos de los valores propios arrojados por el
programa, al ser comparados con los obtenidos por otros métodos presentan diferencias
porcentuales razonablemente bajas y en algunas nulas, como para poder dar un fallo en

favor de la confiabilidad del programa.
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Esto marca la realizacion del objetivo principal de este trabajo y es el de entregar una
herramienta confiable que aporte al estudio y visualizacion de datos de interés, en particular
los estados ligados, en pozos de potencial unidimensionales y los sistemas que ellos
representan.

Se ha evidenciado a lo largo del trabajo que el estudio de la Mecanica Cuéntica requiere en
la mayor parte de los casos procesos analiticos complejos donde resulta necesario el uso de
métodos numéricos y con esto el manejo de gran cantidad de datos para dar cuenta del
comportamiento de un sistema, esto hace que el manejo de estos métodos junto con la
habilidad en la programacion puedan convenientemente ser integrados a dicho estudio. El
interés de este trabajo, ha sido el de hablar de los estados ligados, los cuales tienen directa
relacién con el concepto de energia cuantizada y que representa tema bésico en estos
cursos, mostrando el contexto en el que se dan y la manera en que se pueden evidenciar.
Resulta conveniente poder tener una herramienta con la cual verificar los resultados de estas
energias obtenidas por métodos analiticos y poder evidenciar los potenciales que
representan los sistemas que las condicionan junto con la forma que las funciones solucion
toma de acuerdo a ellos. Esto pudiéndose llevar a otro nivel, donde podemos ver soluciones
de sistemas a los cuales no es posible una solucion analitica.

A continuacion se muestran otros ejemplos de potenciales introducidos en el programa.

La descripcion del pozo de la figura 4.3. (Pozo cuadrado) Ya se hizo en la seccion 2.4.2. El
potencial de Morse figura 4.4 usado para la descripcion de sistemas de moléculas
diatomicas, resulta ser una mejor aproximaciéon que el oscilador armoénico (Eisberg.
Resnick, 2009). El pozo de potencial triangular figura 4.5 y el potencial barrera o pozo
doble figura 4.6, que puede ser usado en la descripcion sistemas de enlaces covalentes

uniones de dos atomos. (T¢llez, 2010)
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Figura 4.3. Pozo de potencial cuadrado. La figura indica el quinto estado ligado.
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Figura 4.4. Pozo de potencial de Morse. La figura indica el cuarto estado ligado.

Los valores propios para este caso particular de morse son:

2.72982- 7.43944- 11.1491- 13.8587- 15.5683- 16.2936
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Figura 4.5. Pozo de potencial triangular. La figura indica el quinto estado ligado.

Los valores propios obtenidos para este caso particular pozo triangular son:

2.035- 4.676- 6.495- 8.175-9.63- 11.04
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Figura 4.6. Pozo de potencial barrera. La figura indica el cuarto estado ligado al sistema.

Los valores obtenidos para este caso particular, pozo barrera son:

2.14382 -2.28656 -7.04699 -7.61033 9.14308
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Conclusiones

Se logré como primer objetivo hacer un acercamiento al concepto de energia cuantizada
introduciendo la ecuacion de Schrodinger y los objetos (pozos de potencial) que hablan de
los sistemas donde es posible este fenomeno.

Se logré hacer el analisis de dos de los potenciales mas importantes al momento de
introducir el tema en los cursos de Mecanica Cuantica. La importancia de estos en la
ensefianza radica en que aun poseen soluciones analiticas que a pesar de su complejidad
ayudan a dar un contexto a la interpretacion de la ecuacion de Schrodinger en lo que tiene
que ver principalmente con estados ligados y la energia cuantizada.

Gracias a este estudio se verifico el alcance que las fuentes teoricas citadas le dieron al
tema, las cuales, no obstante, so6lo abordaron parte de las soluciones de los pozos de
potencial unidimensional cuadrado y armonico, restringiendo para el estudiante la
posibilidad de corroborar las soluciones que entregan la infinidad de configuraciones
potenciales unidimensionales.

Con lo anterior se pudo, ademas, mostrar la necesidad de la comprension y uso de métodos
numéricos o graficos cuando no se puede obtener soluciones analiticas. Junto con dichos
métodos se pudo ver la efectividad de una herramienta computacional en el manejo de una
gran cantidad de datos y la conveniencia de adoptarlos en el estudio de la Mecénica
Cuantica.

Al implementar la herramienta los porcentajes de error entre las soluciones, producto de las
ecuaciones y métodos graficos y las soluciones arrojadas por el programa para los dos tipos

de potenciales, fueron lo suficientemente bajos como para poder afirmar que dicha
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herramienta es efectiva al calcular cualquier tipo de potencial unidimensional, en particular

para las que no tengan solucion analitica.
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Apéndice A

Oscilador armonico cuantico (desarrollo)
Tenemos para empezar la descripcion matematica de la energia potencial del oscilador

armonico simple (4-2) y la ecuacion de Schrodinger para este (2-19).

Vix)

Figura 1.4. imagen del potencial oscilador armonico, con un ejemplo clasico donde la energia potencial es
cero en x=0.

V =kx?
2

2Wxy + 2—m(E' —lkxz)LP(f) =0
() + 77 (E =3

Ponemos k en términos de la frecuencia clésica.

k = (21f)2m (1.A)
2
29 (xy + lﬁi—? — (2n£m) le P(x) =0
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Introducimos para organizar los parametros a y f5.

_ 2nfm — p2m
a===, B=E= (2.A)

La ecuacion de Schrodinger quedaria:
2Py + [ B — a’x*W(x) =0
Expresamos la ecuacion de forma adimensional. Utilizamos las relaciones (1.A) (2.A)

1
2mm ey Vel 2  (km)'/4
h2m (_) *= n'/2 *

—

u=yax=

m

Hacemos un cambio a la variable u.

d¥ _ dud¥ _ —d¥

dx o dx du du

d?¥ _ d*y (dU)z d¥ d?u

a2 dxz\ax) Yauae

d*w 0 (du)z . v Odzu L d?w
dx? ~ " \dx a2 VT au s Yau?
a2y .
am+ (B—au”)=0
a*y B 2
+ |[—— =
— (a u?) =0 (.A)
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Al ser evaluados los valores para la energia llevados al infinito los factores B/ resultan

muy pequeios e insignificantes respecto a i por lo que la relacion (3.A) toma la forma:

d?y
du?

= u?y (4.A)

Sabemos que la solucién general de esta ecuacion es.

2 2
—-Uu u
W=Ae “/2+Be" /2
Derivamos la funcion dos veces.
a2y

2 2
—Uu u
E:Auze /2 4 Buze™ /2

2 —12 2
fZTH;ZL.',Z(A& “/2 4 e" /2)=u2LIJ

Vemos que satisface la ecuacion (4.A). Necesitamos que la funcion sea finita para esto

hacemos B = 0.

1
me(u) = Ae = /2 Para |u| - 00 (5.A)

Necesitamos un factor que haga que la funcion sea viable también para valores pequefios de

u. Introducimos el factor H (u)en (5-A).

Wy = Wo, (w)H (u) = Ae_uz/ZH(u)
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Evalu6 H(u) derivando dos veces W(u). El resultado lo sustituyo en la ecuacién de

Schrodinger lo cual queda: (Garcia. Ewert, 2003)

d?H _ dH B i
@——ZHE'F(E—'].)H——O (6.A)

Resolvemos la ecuacion (6-A) por el método de series de potencias el cual tiene la forma:

co
H@) = ) au’ =ay+ a,u+ au? + azus ...
5=0

Derivamos dos veces y reemplazamos en la ecuacion de Hermite (6-A). Los coeficientes ag

de todas las potencias de u deben anularse pues deben ser independientes del valor de u.

Separando e igualando a cero cada una.
u’ =1-2a, + (fra—1ya, =0
ul =2-3a; + (fra—1—2-1ya; =0

u? =3 4a, + (foa—1-2 2)a, =0
u® =4-5a5+(B-a—1-2-3)a; =0

En general.

u® = (s+1)(s+2as, + (fra—1—2s)a; =0
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Obtenemos con esto la relacion de recurrencia (7-A).

_ (2s+1-B-a) (7.A)

As+2 = (_'5+1)(_'5+2) =

Los coeficientes con subindices pares quedan en términos de ay. Los coeficientes con
subindices impares en términos de a4. La razon que sale de esta serie es de la forma

as42-Ag. Para s grandes la relacion de recurrencia queda:

_(ﬁ)a—l—Zs) 2s 2

E+DH(E+2) s2 s

Asy2-0s =

r s . . 2 .
La razon para la expansion en series de potencias de e* con s grandes es igual a:

(5-2) 1 12
(52 + 1)(s2) s 2+1 52 s

2 o .
Vemos que H(u) se comporta como e* cuando u# es muy grande. Se puede escribir:

—q2 2
W) = Ae il 5l Pl

Como aun crece sin limite cuando |u| - oo, se fuerza valores de B-a en la funcion para

que no crezca sin limite.
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Bra=2n+1

Para n=123, .. siag=0
Para n=024,.. sia;=0
Evaluamos @ y f8 lo que da:
2E SHi+ 1
nf "
E = (n+§) hf n=123,.. (8.A)

Tomamos la formula de Rodriguez para los polinomios de Hermite.

n

, 2 d"
Hn(u.) = (—1)n€u me u

2

Se reemplaza para cada n lo cual da:
Ho(u) = 1, Hy(u) = 2u, Hy(u) = 4u® — 2,...

Con esto la ecuacién de la funcidon de onda para el oscilador armoénico cudntico es:

W, (u) = Ane ™ 2H, (w) n=012,..
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La constante A, se obtiene normalizando la ecuacion: (Garcia. Ewert, 2003)

da= ’ e |Hy(w)|?du = 2"nl 17?2 = 1
Esto igualado a 1 da:
A, = ! =012
" 2mnl ni2 n=012..

La funcion de onda normalizada para el OAC en funcion de x es:

a
Lpn(x) — \/.\/—

e~ /21, (ax)
2°n! -y

La anterior relaciéon matematica es la encontrada como solucion del potencial armonico que
se hablo en la seccion 2.6. Ecuacion (2-20). La relacion (8.A) es la misma (2-21) que se uséd

en la obtencion de los estados ligados.
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Apéndice B

Método Numerov (desarrollo)

Tenemos la serie de Taylor para la funcién W(x) alrededor de x,

. ” . " W(”)(a)
W(x) = )_ an(x = @)" cON @y =—7—= (1.B)
n=0
para este caso, (x —a)y=hy a= x

con esto entonces W(x) = W(xo + h)

El polinomio quedaria:

Para iteracion hacia adelante
. . . hZ h3 e s h# . hS .
W(xg + hy = W(xp) + hW' (xg) + = W' (x0) + =W (x0) + 5, W@ (x0) + 55 WO (x0) + O(h®)

Iteracion hacia atras

W(xg — hy = W(x,) — AW’ (x0) + %QLIJ”(:xU) - %RW”’(:xO) + :—;LIJ("‘) (X0) — %W(S)(}co) + 0(h®)
Obtenemos las diferencias centrales haciendo.
4
W(xo + hy + W(xg — by = 2W(x,) + h*W" (xg) + ':—2 W (x) + O(h°) (2.B)
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Buscamos la forma de iterar una ecuacion diferencial de segundo orden, por lo tanto

reordenamos la relacion (2.B) para h? W (x0).
—h?W" (xg) = —W(xo + h) + 2W(x) — W(xo — h) + %LIJ(‘*)(;xO) +0(h® (3.B)

Utilizamos la férmula de los tres puntos para calcular la segunda derivada del ultimo

término. Expresamos W (xo) = —(f (x0) ¥ (x0))-

LW () = = LW (f(x0)W(x)) (4B)
Tenemos entonces:
h* h* f(xo+ h)W(xo + hy — 2f (x0)¥ (x0) + f (X0 — )W (xo — h
Ew(4)('x°)=_ﬁ Fo ¥ MH¥(Xo* M ( (}32 Fo)* /(o " MH¥(Xo— M) (5.B)

Antes de continuar es preciso organizar la relacion de recurrencia (3.B) de forma que X,
represente en la iteracion siempre el n-isimo término. Es decir los x, los cuales estan
separados entre si por una pequefia distancia que llamamos h. Con esto en consideracion,

podemos cambiar los términos teniendo en cuenta las igualdades:

W1 = W, + h)

Wn1 = LP(:xn - h)

Con esto reescribimos (3.B) y teniendo en cuenta el resultado en (5.B) tenemos:
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" h4f 1LP 1_2fLIJ+f—1LIJ—1 .
_thJn — _Lpn+1 +2L|Jn _Lpn—l _E n+l "n+ ;;2 mn n n +0(h6)

2
_hzl'l‘];tr =W+ 29, - Y, _Efn+1q"n+1 —2fy Wy + foo W1 + O(h6)

Sabemos de (4) que ¥, = —f,,¥,,

h: :
hzfnlpn =Wy t2¥, ¥, — Efn+1lpn+1 —2f, Wy + frogWn-1 + O(hﬁ)

Agrupamos términos y resolvemos para W, 1 :

hzfn+1q"n+1 + h22fnl.|Jn _ hzfn—lq"n—I + O(hﬁ)

hzfnlpn =Wt zq"n —W_ - 12 12 12
R fos1Wnsr1 P2 fro1Wn_y h22f,W _
R foW = —Wopy — n;_z - n12 Y, + % + 29, + O(hﬁ)
R frs1Wnsr R fro1Was h22f,¥ _
R fuWn = —Wppy — n?LZ - n12 - W, + % +2¥, + O(hﬁ)
hzfm) ( h? fn1 ( h?2f, :
Wara [1+—50 | = o =+ 1)+ ¥ [ fu ) + 0%
2 2
@ (B 2—w2f, ) - v, (et )
6 12 6
+ 0(h%)

Pt = (1+72fgen)

2 2
W, (2 2ele) —w, (148

Vi1 = (1 il h? fn+1) ) it

O lo que es igual:
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v (2=fu=1) _y (14 P
. : 6(13h;£“) Sl )+0(h6) (6.8)

De esta forma obtenemos la relacién de recurrencia (6.B) o método de numerov con su

término de error.
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Apéndice C

Tablas comparativas de valores propios y su porcentaje de error.

En el capitulo 4, se expusieron los valores propios obtenidos por el programa para
configuraciones particulares de los pozos de potencial cuadrado y armonico, junto con los
valores obtenidos por método grafico y analitico respectivamente de las mismas
configuraciones, esto como parte de la prueba de funcionalidad del programa. En este
anexo, se exponen la totalidad de los errores porcentuales de cada uno de estos valores
teniendo como valor real el obtenido de forma analitica o grafica y el experimental el

logrado por el programa.

1.C. valores de prueba. Pozo de potencial cuadrado finito.

V. M grafico |V Programa | E porcentual V.M grafico | VPrograma| E porcentual
2,295 2 0,21786492 1,89 1,8894 | 0,03174603
8,137 8|  0,08602679 2,944 2,9432| 0,02717391
0,819 0,8185|  0,06105006 4,221 4,2201| 0,02132196
3,221 3|  0,12418504 0,069 0,0691| 0,14492754
6,945 7 0,06335493 0,276 0,2763 | 0,10869565
0,249 0,249 0 0,621 0,6214| 0,06441224
0,994 0,994 0 1,104 1,1038| 0,01811594
2,227 2,225 0,08980692 1,723 1,7225| 0,02901915
3,928 3,926 0,0509165 2,477 2,4764( 0,02422285
6,058 6,055 0,04952129 0,0452 0,0451| 0,22123894
8,508 8,506 0,02350729 0,1808 0,1807| 0,05530973
0,119 0,1186 0,33613445 0,4066 0,4065 0,0245942
0,474 0,474 0 0,7226 0,7223| 0,04151675
1,065 1,0651| 0,00938967 1,1284 1,128 | 0,03544842

1,6236 1,623 | 0,03695492

Tabla.1. Comparacion de los valores tomados de las tablas (4.1a y 4.1b) y sus errores porcentuales.
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V. M grafico |V Programa | E porcentual V. M grafico |V Programa | E porcentual
1,7551 2|  0,13104666 2,7384|  2,73774| 0,02410167
4,9991 5 0,19803565 3,8723|  3,87172| 0,01497818
0,7036 0,7029 0,09948835 0,0662 0,06542| 1,17824773
2,6879 3 0,0632464 0,2641 0,26142| 1,01476713
4,9979 5 2,36299246 0,5941 0,58721| 1,15973742
0,2274 0,22448 1,28408091 1,0535 1,04126| 1,16184148
0,9158 0,892 2,5988207 1,6399 1,621 1,1525093
2,0263 1,98085 2,24300449 2,3488 2,32306( 1,09587875
3,5093 3,43246 2,18961046 0,0442 0,04322| 2,21719457
4,9929 4,95795 0,69999399 0,1744 0,17281| 0,91169725
0,1121 0,11205 0,04460303 0,3906 0,38848| 0,54275474
0,4474 0,44723 0,03799732 0,7024 0,68974 1,8023918
1,0025 1,00222 0,02793017 1,081 1,07579| 0,48196115
1,7708 1,77027 0,02992998 1,5552 1,54541| 0,62950103

Tabla.2. Comparacion de los valores tomados de las tablas (4.2a y 4.2b) y sus errores porcentuales.

V. M grafico |V Programa | E porcentual V. M grafico |V Programa | E porcentual
0,196 0,1959 0,05102041 3,8108 3,8088| 0,05248242
0,7654 0,7652 0,02613013 5,8322 5,8302( 0,03429238
1,6157 1,6155 0,01237854 7,9148 7,9147| 0,00126346
0,222 0,2219 0,04504505 0,2537 0,2535| 0,07883327
0,88 0,8796|  0,04545455 1,013 1,0121] 0,08884501
1,9419 1,9412 0,03604717 2,2709 2,269 | 0,08366727
3,3053 3,3047 0,01815266 4,0136 4,0106| 0,07474586
0,2351 0,2349 0,08507018 6,2141 6,2102 0,0627605
0,9354 0,9349 0,05345307 8,8107 8,8068 | 0,04426436
2,0831 2,0821 0,04800538 0,2573 0,257| 0,11659541
3,6334 3,632 0,0385314 1,0276 1,0266| 0,09731413
5,4362 5,4354 0,01471616 2,3053 2,3032( 0,09109443
0,2434 0,2432 0,08216927 4,0797 4,0763 | 0,08333946
0,9701 0,9694 0,07215751 6,3305 6,3259| 0,07266409
2,1682 2,1668 0,06456969 9,0169 9,0117| 0,05766949

Tabla.3. Comparacion de los valores tomados de las tablas (4.3a y 4.3b) y sus errores porcentuales.
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V. M grafico |V Programa | E porcentual V. M grafico |V Programa | E porcentual
1,0924 1,092 0,03661662 7,1858 7,1828 0,041749
1,5844 1,5828 0,1009846 2,4353 2,4292( 0,25048249
1,8964 1,8937 0,14237503 8,874 8,8637( 0,11606942
5,8773 5,8769 0,00680585 2,5522 2,5451( 0,27819136
2,1212 2,1174 0,17914388 9,4693 9,455 0,15101433

Tabla.4. Comparacion de los valores tomados de las tablas (4.4a y 4.4b) y sus errores porcentuales.

2.C. Valores de prueba Oscilador armdnico Cuantico

V. ecuaciéon |V Programa | E porcentual V. ecuaciéon |V Programa | E porcentual
0,2 0,2 0 9 8,9999| o0,00111111
0,6 0,6 0 11 11 0

1 1 0 1,5 1,5 0
1,4 1,4 0 4,5 4.5 0
1,8 1,8 0 7,5 7,499 0,01333333
2,2 2,2 0 10,5 10,5 0
0,5 0,5 0 13,5 13,499 0,00740741
1,5 1,5 0 16,5 16,499 0,00606061
2,5 2,5 0 2 2 0
3,5 3,5 0 6 5,999| 0,01666667
4,5 4,5 0 10 9,999 0,01
I3 5,49999 0,00018182 14 13,999 0,00714286

1 1 0 18 17,999 0,00555556

3 3 0 22 21,999| 0,00454545

5 5 0 2,5 2,5 0

7 6,9999 0,00142857 % 7,4999( 0,00133333

Tabla.5. Comparacion de los valores tomados de las tablas (4.5a y 4.5b) y sus errores porcentuales
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