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2. Descripcion

El trabajo de grado que se propone inicia con la formalizacion de la orientacion del cuerpo rigido
en el espacio para introducir el Grupo Especial Ortogonal SO(3) generalizando las rotaciones
respecto a un eje arbitrario. Desde éste desarrollo matematico se llega al concepto de generadores
del grupo, cuya forma matematica define de manera especifica un invariante y unas
transformaciones asociadas; introduciéndonos de ésta manera en la relatividad especial. Haciendo
un andlisis desde la geometria hiperbolica y de la fisica deducimos que tales transformaciones,
dependiendo de la naturaleza de una constante K, obtenemos bien sea las transformaciones de
Galileo o las de Lorentz. Un analisis propio complementado con los supuestos de los trabajos
representativos de la Relativity without Light implican que K=c, llegando a una construccion
propia matematica y fisica de como interpretar el segundo postulado. Desde este formalismo se
hace posible construir una justificacion a la invarianza de la velocidad de la luz y con ello una
interpretacion diferente de la fenomenologia de la teoria especial de la relatividad.

3. Fuentes
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Cabrera, B. (1986). Principio de Relatividad: Sus fundamentos experimentales y filosoficos y su
evolucion histdrica. Editorial Alta Fulla.

Einstein, A. (1905). Zur Elektrodynamik bewegter Korper (On the electrodynamics of moving
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4. Contenidos

El trabajo esta estructurado en tres capitulos y una seccion de anexos para complementar algunos
desarrollos de temas que considero son interesantes e importantes para tener una idea mas
profunda de las tematicas que se desarrollan en el cuerpo principal de la monografia.

El primer capitulo consiste en la formalizacion de la orientacion del cuerpo rigido a través del
algebra lineal, siendo éste un modelo pertinente para introducirnos en el desarrollo de la
relatividad especial desde la teoria de grupos. El segundo capitulo consiste en el desarrollo
propiamente del grupo SO(3) asociado a las rotaciones de un cuerpo rigido en el espacio, para
luego desarrollar la relatividad propiamente desde la transformaciones e invariancias que contiene
un generador en particular. El tercer capitulo se centra en el analisis de la relatividad sin el
segundo postulado, particularmente desde el desarrollo de Shang Gao, interpretando sus supuestos
para poder construir un formalismo alternativo de la relatividad especial con el cual se pueda
inferir e interpretar el segundo postulado.
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5. Metodologia

Con el objetivo de construir una interpretacion del postulado se sigue una metodologia analitica,
caracterizada por la descomposicion de un todo en partes o elementos para reconocer sus causas,
efectos y relaciones. En este trabajo nos interesamos primordialmente en el segundo postulado de
la teoria especial de la relatividad.

Se inicia con la recopilacion de los articulos originales de la relatividad sin el segundo postulado,
del articulo original de Einstein asi como de textos sobre la historia de la fisica, matemética y
fisica, requeridos para el analisis de los originales; interpretando los aspectos mas fundamentales,
la estructura ldgica e identificando el rol del segundo postulado y sus consecuencias en cada
formulacion.

Como lo que se pretende es hacer un analisis para construir una interpretacion de la invarianza de
la velocidad de la luz en el vacio, dado que es anti-intuitivo, se prioriza el analisis de los supuestos
que se asumen en los trabajos asociados a la Relativity without Light y en el estudio de la teoria de
grupos, importante para el estudio de simetrias e invarianzas.

6. Conclusiones

Los trabajos sobre la relatividad sin el segundo postulado deducen una velocidad invariante
indeterminada como consecuencia del Principio de Relatividad, la hipdtesis de que el tiempo vy el
espacio son homogéneos y ademas que el espacio es isotropico. Sin embargo, son las
transformaciones de Lorentz y no las de Galileo las que cumplen el Principio de Relatividad para
las leyes de Maxwell, consideracion importante ya que mediante ésta prueba se deduce en este
trabajo que de las propiedades del espacio y del tiempo resulta una constante, siendo ésta la misma
velocidad de la luz, completando asi los desarrollos de la relatividad sin el segundo postulado.

Del analisis desarrollado a lo largo del trabajo se propone que quizas a través del Principio de
Relatividad asi como de englobar las propiedades del espacio y el tiempo en una Ley de
Conservacion: La Ley de conservacion masa-energia -una consecuencia de la teoria especial de la
relatividad de Einstein-, se puede deducir e interpretar una velocidad invariante. EI movimiento
tiene efectos a nivel molecular, considerando el paradigma de la estructura atdbmica de la materia,
en el que los cuerpos con masa son susceptibles de transformaciones masa-energia, por lo que los
relojes y los cuerpos rigidos se ven afectados. La relatividad no comenz6 y término en 1905 sino
que los resultados del analisis muestran que las reflexiones merecen seguir siendo desarrolladas en
otras propuestas de investigacion.

Una interpretacion del segundo postulado permite una construccion conceptual de la
fenomenologia de la relatividad especial mucho méas profunda en comparacién con la manera
tradicional de desarrollarla; presentado ventajas pedagdgicas para la comprension de teorias tan
complejas. El trabajo pretende motivar a quien ve en la ciencia no un dogma a seguir sino un
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camino para reflexionar.

Elaborado por: Cindy Lorena Acevedo Soto
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1. Introduccién

El presente trabajo muestra los resultados de Relativity without light: A further
suggestion de Shan Gao [7], uno de los articulos més recientes sobre la deduccién de las
transformaciones de Lorentz asi como las mismas consecuencias de la Teoria Especial de
la Relatividad (TER) sin asumir el segundo postulado. Desde que A. Einstein publicé su
articulo On the Electrodynamics of moving bodies en 1905, muchos autores como Roger
Kennedy, T. M. Kalotas, A. R. Lee, Levy-Léblond, N. Mermin, [Ver respectivamente sus
publicaciones [10] [12] [I3] [14] [16]] sustentan por distintos medios, bien sea por andlisis
propiamente matemadticos y/o fisicos, que efectivamente el segundo postulado de la TER
no tiene el mismo estatus ontolégico que el Principio de Relatividad, puesto que del
primer postulado mas la presuncién de la homogeneidad del espacio y el tiempo, mas la
isotropia del espacio se deduce una velocidad invariante; que aunque en sus trabajos no
la relacionan explicitamente de forma matematica con ¢, sus desarrollos han conducido
a diferentes procedimientos e interpretaciones fisicas para tratar de hacer explicita tal
relacién. Esta no es la primera vez que un postulado suscite problemas cuando se asume

ad hoc para basar una teoria o sistema deductivo.

Algunos enunciados dados como postulados tienen mayor complejidad con respecto
a otros e intuitivamente parecieran ser demostrables. El caso mas conocido en la ma-
tematica es el V postulado de la geometria euclidiana. Ningin matemético pudo demos-
trar la inconsistencia de tal geometria y el V postulado resulté ser efectivamente un inde-
mostrable. Pero sus intentos por demostrarlo conllevaron al desarrollo de las geometrias
no euclidianas que son también consistentes; constituyéndonse como una revolucion in-

telectual del siglo XIX. Tal como Leonard M. Blumenthal menciona en su libro

“Las nuevas geometrias sirvieron en realidad para orientar de nuevo el pen-
samiento humano acerca de la naturaleza de la geometria, y constituyeron
ademas la preparacion necesaria para crear un medio cultural que permitiera
alcanzar resultados de mayor importancia (...). Yendo en contra de la autori-
dad inmensa del filésofo Emmanuel Kant quién sostenia la doctrina de que la
geometria euclidiana es inherente a la naturaleza del mundo fisico (...). Pa-

ra Kant, Dios hace geometria de acuerdo con los Elementos de FEuclides.” [3]

(pp-15-17).



Luego del surgimiento de tales geometrias qué responderia Kant a la pregunta ;Cudl
geometria es la inherente al mundo fisico? ya que ahora los postulados de la geometria

pierden su caracter apodictico.

Esta historia es en cierto sentido similar a lo que se ha dado con el segundo postulado
de la TER, ya que al parecer, los intentos que han llegado a determinar una velocidad
constante universal empiezan a suscitar nuevas hipotesis en sus autores sobre quizas una
concepcién de espacio y tiempo que pueden nuevamente replantear la fisica o responder a
fenomenos que atin no son comprendidos. Luego desde éste punto de vista mas profundo
se pretende abordar la TER. Algunas preguntas interesantes son ; El espacio y el tiempo
son continuos o estan cuantizados? ;Serd que la comprensién del segundo postulado esté
relacionada con la mecédnica cudntica? como se plantean Shan Gao [7] y Carlo Rovelli
[21], ya que los trabajos relacionados con la Relativity without Light dan indicios de que

son las propiedades del espacio y el tiempo las que conducen a tal invariancia.

Pero si para usted es irrelevante éste problema para algunos fisicos no lo ha sido,
por lo que han publicado varios articulos en prestigiosas revistas de fisica mostrando sus
desarrollos para interpretar la invariancia de la velocidad de la luz. Ademas desde que
Einstein publicé su teoria deja entrever un cierto problema logico entre el primer y el

segundo postulado. En la introduccion del articulo, Einstein expresa

We will raise this conjecture (the purport of which will hereafter be called
the “Principle of Relativity”) to the status of a postulate, and also introduce
another postulate, which is only apparently irreconcilable with the former
namely, that light is always propagated in empty space with a definite velocity
¢ which is independent of the state of motion of the emitting body. [6](p.1)

Dado que este problema no ha sido completamente resuelto, es decir, sigue siendo un
problema abierto; en el presente trabajo se hara una revisién de los articulos més impor-
tantes para lograr una construccién conceptual propia que relacione los resultados de la

Relativity without Light con la velocidad de la luz.

La TER es ensenada tradicionalmente desde los dos postulados, y casi nadie sabe de
los trabajos que no asumen a priori una velocidad invariante. Basicamente desde la forma

como Einstein desarroll6 su teoria, no da margen para reflexionar sobre las consecuencias



de la TER. Es de esperar que como méaximo las habilidades que adquiere un estudiante
de fisica es aplicar las transformaciones de Lorentz, resolver ejercicios de libro sobre la
relatividad de la simultaneidad, causalidad, conos de luz, contraccion de la longitud y
la dilatacién tiempo y quizas realizar algunas demostraciones. Desafortunadamente los
libros de fisica no se alejan mucho de esta forma de presentar la TER. Es por ello que
desde el departamento de fisica de la Universidad Pedagogica Nacional se han orientado
varios trabajos de grado desde esta perspectiva como una nueva forma de ensenar la TER.
Algunos trabajos son los de Edgar Romero, Yeisson Fabian Prada, Andrés Yesid Sierra,

[22], [18], [17] entre otros.

Desde el enfoque de ésta propuesta se privilegia el andlisis de la relacion fisica
y matematica en la construccion de modelos que nos permita abstraer un poco mas
sobre la teoria, generando més preguntas y relaciones con otras teorias, un aspecto muy
importante en el ejercicio docente de fisica en el que se pueden buscar maneras, desde
mi punto de vista, mas significativas en el desarrollo de un curso tan complejo como lo
es la TER. Para reforzar un poco mas ésta idea cito textualmente un fragmento de la
introduccion del articulo de 1975 de A. R. Lee y T. M. Kalotas Lorentz transformation
from the first postulate

Nevertheless, these work have not received sufficient emphasis in students
text on relativity despite the fact that they allow a much more acceptable
philosophical view point to be adopted than is possible in any of the numerous

"two postulates” derivations [12]

Andlisis y consecuencias de la teoria especial de la relatividad sin el sequndo pos-
tulado es una propuesta de ensenianza de la relatividad especial dirigido a docentes y
estudiantes universitarios con el animo de presentar otras formas logicas de desarrollar
un tema; ya que este trabajo esta enfocado desde la ensenanza de la TER a través de la
relacion fisica-matematica iniciando primero con el desarrollo de la teoria de grupos apli-
cada a unos casos particulares de la fisica, luego entrando con la presentacién y analisis
propio de la relatividad prescindiendo del segundo postulado; yendo un poco mas lejos

de lo que se ha presentado en los trabajos anteriormente citados.



2. Pregunta Generadora de la Investigacién

Con lo anteriormente expuesto surge la siguiente pregunta de investigacion: ;Es
posible que desde la Teoria de Grupos y la Geometria, bajo las consideraciones fisicas
de la Teoria Especial de la Relatividad sin el Segundo Postulado, se pueda deducir ex-
plicitamente que la velocidad de la luz en el vacio es un invariante para cualquier marco

de referencia inercial?

2.1. Objetivo General

Desarrollar desde la relacion Fisica-Matematica un formalismo alternativo de la
Relatividad Especial de Einstein que dé cuenta de las transformaciones de Lorentz sin
asumir el segundo postulado, para revisar si es posible deducir desde éste enfoque que la

velocidad de la luz debe ser un invariante.
2.1.1. Objetivos Especificos

= Modelar las rotaciones del cuerpo rigido desde la teoria de grupos

= Encontrar las transformaciones y el invariante inherente a un grupo caracterizado

por un generador propuesto

» Construir una geometria que represente las transformaciones asociadas al grupo

definido

= Aplicar el Principio de Relatividad, la isotropia del espacio mas la homogeneidad

del espacio y el tiempo a las transformaciones inherentes del grupo

= Reflexionar sobre las implicaciones de una posible deduccién de que ¢ sea el inva-

riante bajo los supuestos en el desarrollo del trabajo



Capitulo 1

Formalizacion de la Orientacion del
Cuerpo rigido desde el Algebra
Lineal

El presente capitulo comenzara con el estudio de las rotaciones del cuerpo rigido descri-
biéndolo a través del dlgebra lineal para deducir las transformaciones ortogonales, que
van a ser los elementos del Grupo Ortogonal O(3) y el Grupo Especial Ortogonal SO(3)
como veremos al finalizar este capitulo. Con este modelo matematico que representa las
rotaciones en R3 podremos introducirnos en el capitulo II para construir el concepto de
generador y posteriormente desarrollar la TER sélo desde el formalismo de la Teoria de

Grupos.

1. Breve Introduccion Histérica al Desarrollo de la
Geometria y la Teoria de Grupos en el Siglo XIX

La Geometria y la Teoria de Grupos tuvieron origenes en problemas y construc-
ciones matemadticas anteriores al siglo XIX. La geometria proviene desde la antigiiedad
y en particular fue construida formalmente como un sistema deductivo a partir de cinco
postulados en la obra Los Elementos de Euclides (330 a.C - 275 a.C). La tradicién de la
geometria cldsica permanecié casi inmutable hasta que surgié la geometria no euclidiana
motivada por la complejidad del V Postulado, que sugeria ser una proposicion suscepti-
ble de demostracién més que un postulado. Tales intentos vienen desde Ptolomeo (siglo

IT a.C.), Saccheri (1667-1733), Lambert (1728-1777), entre otros, donde sus trabajos se



orientaron a demostrar que el V Postulado es independiente de los otros cuatro. Estos
trabajos fueron importantes para los matematicos del siglo XIX como Karl F. Gauss
(1777-1855), Nikolai Lobachevsky (1793-1856) y Janos Bolyai (1802-1860), quienes con-
cibieron y formularon el primer sistema de geometria no euclidiana mostrando que era
una teoria consistente. Bernhard Riemann (1826-1856) concibié un espacio n-dimensional,
llamada geometria de Riemann dotada de una métrica, siendo la geometria euclidiana y

la geometria eliptica e hiperbdlica casos particulares de esta geometria més general [I1].

La Teoria de Grupos tiene su origen en la teoria de las ecuaciones algebraicas -donde
se referian a las operaciones de grupo como las permutaciones de las n raices de una ecua-
cién de grado n- que ocup6 a varios matematicos desde el siglo XVI. Los formalismos se
dieron para encontrar las raices de ecuaciones de orden 2, 3 y 4 pero hubo problemas para
hallar las raices a ecuaciones de grado mayores o iguales a cinco, el llamado problema
de la quinta insoluble. Abel, matematico noruego en 1824, demostré que no se pueden
obtener expresiones radicales para ecuaciones de grados mayor o igual a cinco, pero no
niega la existencia de tales raices sino la forma de obtenerlas. Posteriormente el trabajo
de Evariste Galois en 1831, de quien viene el término propiamente de grupo, trabajé sobre
soluciones por radicales de ecuaciones algebraicas de orden n introduciendo los imagina-
rios de Galois para dar un caracter general al teorema de raices de las congruencias de
grado n, donde aparecié realmente la idea de grupo, demostrando la imposibilidad de
resolver ecuaciones de grado mayores o iguales a cinco. No obstante, a pesar del impor-
tante trabajo de Galois, la nocién de grupo siguié cambiando y en la segunda mitad del
siglo XIX, los matematicos britanicos aislaron el concepto de ley de composicién y am-
pliaron el campo del algebra orientandose al estudio de estructuras algebraicas aplicadas
no solo a las soluciones de ecuaciones numericas sino a otros campos como Boole a la
légica; Hamilton a vectores y cuaterniones; Cayley a matrices. Los mayores aportes a la
teoria de grupos vendrian de los trabajos de Sylow, Cayley, Jordan, Lie, Klein, Frobenius,

Poincaré, Holder, Pontriagin y otros [22].

Entre los grandes matemadticos del siglo XIX estd Sophus Lie (1842-1899), cuyos
trabajos se desarrollaron en el campo de la teoria de las transformaciones de grupos con-
tinuos introducidas a la geometria y ecuaciones diferenciales, surgiendo los grupos de Lie

o dlgebras de Lie. La relacién de Lie con Felix Klein (1849-1925), matemético aleman, in-



fluy6 enormemente en la obra de este tltimo, resultando en el Programa Erlangen en 1872
que sustenta que toda geometria se basa en un grupo de transformaciones determinadas,
siendo los invariantes de ese grupo lo que la caracteriza. Su trabajo en la geometria y su
catedra en la Universidad de Gotinga en 1886 atrajo a matematicos y cientificos de pri-
mer nivel como David Hilbert, Hermann Minkowski, Carl Runge, Ludwig Prandtl o Karl
Schwarzschild convirtiendo a Gotinga, la pequena ciudad alemana, en el centro mundial

de la matematica [11].

En el articulo Sobre la denominada Geometria no Euclidea de Klein, demostré que
tanto la geometria Euclideana como la no Euclideana pueden tratarse como un caso par-
ticular de la Geometria Proyectiva. Lo que hizo Klein fue una construccion de modelos
proyectivos de los tres tipos de geometrias: la hiperbdlica trabajada por Lobatchevsky y
Bolyai, la eliptica trabajada por Beltrami y la Euclideana. El enfoque de Klein de que
existen tantas geometrias como grupos de transformacion, es una perspectiva que permite
entender la relatividad desde el punto de vista matemaético que se centra en el estudio
de lo que permanece constante, (las leyes fisicas, los invariantes matemadticos) bajo las
transformaciones de Lorentz, por lo que se la puede considerar como una «-geometria de
Lorentz-», y a la relatividad general como la geometria del grupo de transformaciones ge-
nerales, donde el grupo de Lorentz es sustituido por el de las tranformaciones de cualquier
tipo, siendo asi una «-geometria general-». Las ideas de Klein dejan entrever que deja de
lado esa concepcién concreta del espacio, considerandolo ahora como una variedad de

n-dimensiones [I1].

Por analogia con las transformaciones del espacio, hablamos de transformaciones
de la variedad; también forman grupos. Pero alli ya no existe, como sucede en el espacio,
un grupo privilegiado con respecto al resto por su significado; cada grupo tiene la misma
importancia que cualquier otro. Como generalizaciéon de la geometria, surge entonces el
siguiente problema general “Dada una variedad y un grupo de transformaciones de la mis-
ma; determinar las configuraciones que pertenecen a la variedad con respecto a aquellas
propiedades que no son modificadas por las transformaciones del grupo” [IT](p.XVII).
Es decir dada una variedad y un grupo de tranformaciones de la misma, se trata de

desarrollar la teoria de los invariantes de ese grupo [11].

Klein, desde su posiciéon como profesor eminente y administrativo de Alemania, mo-



tivado por la ensenanza y avance de la matematica, favorecié a las matematicas aplicadas
y a la fisica en el estudio de cuestiones como la teoria del electrén y la electrodinami-
ca, muy relacionadas con la relatividad especial de Einstein. La relatividad especial y
la general se pueden entender desde el Programa Erlangen aunque esta no influyé sobre
Einstein en la construccion de sus teorias, pero el mismo Klein mostré entusiamo de como
su programa era afin con la teoria de la Relatividad. David Hilbert (1862-1943) y Klein
junto con la matematica Emmy Noether (1882-1935), quién investigaba sobre invariantes
algebraicos y luego estudio sobre los principios variacionales entre simetrias y leyes de
conservacién, unieron esfuerzos para elucidar el papel de las identidades de Bianchi en las
ecuaciones de campo de la relatividad general. Esta investigacion resulto en los Teoremas
de Noether, que no sélo son tutiles para la relatividad sino para toda la fisica teorica.
La teoria de grupos es una rama versatil de la matematica y en la fisica se aplica en el

estudio de simetrias [I1].

2. Orientacién del Cuerpo Rigido

El desarrollo matematico y el analisis aqui mostrado estd basado principalmente en el

libro Mecanica Clésica [9].

El cuerpo rigido es una idealizaciéon que puede describirse como un sistema de N
particulas sometidas a ligaduras holénomas El que bajo movimientos siempre se conserven
las distancias entre cada par de puntos, es decir no hay deformacion. Para especificar
la configuracion del cuerpo rigido respecto a un sistema de coordenadas, no es necesario
tener en cuenta todos los grados de libertad de las N particulas debido a las ligaduras
impuestas entre ellas. Fijémonos en un sistema de coordenadas y ubiquemos tres puntos

no colineales sobre el cuerpo rigido [9] (Ver Figura 1a).

Para ubicar el primer punto se requieren tres coordenadas que de manera arbitraria
son esféricas. Si usted imagina un punto sobre el cuerpo rigido, supongamos que este
tiene coordenadas (p,,¢), atin queda indefinida la orientacién ya que puede rotar en
cualquier direccién respecto a tal punto; si ubicamos un segundo punto sélo se requieren 2

. ’ / . . .
coordenadas diferentes 6 , ¢ , porque la ligadura lo restringe a moverse sobre una superficie

'En mecénica cldsica una ligadura hélonoma o vinculo holénomo es una funcién de las coordenadas
generalizadas que puede depender del tiempo, pero no de las derivadas de las coordenadas generalizadas
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(a) Orientacién del cuerpo rigido (b) Orientacién del cuerpo rigido res-
respecto a S pecto a S

Figura 1: Orientacién del Cuerpo Rigido. Tomado del libro Mecanica Cléasica de H.Goldstein

esférica centrada en el punto uno. El dltimo punto ubicado esté restringido a moverse
sobre una trayectoria circular alrededor del eje que pasa por el punto uno y dos, luego
s6lo requiere de una coordenada ¢". Asi necesitamos seis coordenadas independientes
mediante las cuales se puede especificar la configuracién del cuerpo rigido. En el caso de
un cuerpo continuo lo dicho hasta ahora es valido porque la eleccién de los tres puntos

es arbitraria asi como de las distancias relativas entre ellos [9].

Si fijamos sobre el cuerpo rigido un vector con el que vamos a suponer su orientacién,
cuando hagamos una rotaciéon de un angulo ¢ # 27 alrededor del eje que pasa sobre ese
vector; el vector permanecerd invariante, sin embargo es evidente que la orientacién ha
cambiado. Por lo tanto no es suficiente definir un vector arbitrario ligado al cuerpo, sino
que en realidad debemos considerar las tres dimensiones espaciales. Una manera es fijar
un sistema de coordenadas al que vamos a llamar S" en el cuerpo rigido para determinar
su orientacion (Ver Figura 1b). Para tal efecto podemos especificar con tres coordenadas
el origen de S’ respecto al sistema coordenado externo al cuerpo rigido. Entonces las tres
coordenadas restantes deben especificar la orientacién de los ejes de S’ respecto a un
sistema coordenado de ejes paralelos a S con origen comun a S'. El método mas comin
para determinar la orientacion de los ejes es el de los cosenos directores que se calculan

con el producto punto de los vectores unitarios de cada sistema coordenado [9](Ver Figura

2).
, N Wi / . . .
Los angulos que forman i, j, k con a i, j, k respectivamente son

/

ap =i.d=-cos(i,i) ag=1.j= cos(i',j) a;=1i.k= cos(i , k)



De la misma forma se hace para calcular los f; y los v;. Cada vector unitario a su vez se

puede escribir como una combinacién lineal de los vectores de la otra base, por ejemplo si
T . . . . . /! . . . .«

reescribimos i = iy, j = iz, k = i3 expresamos la base de S° como la siguiente combinacion

lineal
=) apin J =) Buin kK =) in (1.1)

donde n = 1,2,3. Razonando del mismo modo obtenemos la transformacion inversa si

relacionamos los vectores de S con S', por ejemplo el vector i es
i=mi + B +mk (1.2)

. ! .
Estas transformaciones de la base de S a S muestran nueve cosenos directores que son
. /7 ./ ’ I i . !
igualmente vélidos para la transformacién de coordenadas de (z,y,z) a (z,y,2). Si S
esta siempre fijo al cuerpo rigido y éste se mueve, los cosenos directores ,, B,, V., para

n = 1,2,3 son funciones del tiempo [9].

Figura 2: Cosenos directores. Fuente propia

. . . /
Hemos dicho que tenemos tres coordenadas para especificar el origen de S respecto
a S mas nueve cosenos directores para determinar su orientacion, escribiendo de manera

compacta las relaciones de los cosenos directores tenemos

Sin embargo, sabemos que solo hay seis coordenadas independientes, luego solo debe haber
tres cosenos directores independientes. La razon de ésta reduccion es que los vectores de

las bases son ortonormales asi que cumplen con las siguientes seis relaciones
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expresando uno de los vectores del producto punto respecto a la base de S y utilizando
la definicién de la delta de kronecker d;,, = 0 para [ # m y d;,, = 1 para [ = m, el lector

puede verificar que se llega a la siguiente expresion

Oy, + Blﬁm + Y Ym = 5lm (13)

donde para [, m = 1,2, 3 siendo | # m hay tres ecuaciones y otras tres para [,m = 1,2, 3
siendo [ = m, asi que de las nueve relaciones de los cosenos directores a,, 8,, ¥, restamos
las seis relaciones anteriores. La reduccion de los nueve cosenos directores a los tres

angulos directores independientes son los angulos de euler [9].
2.0.1. Transformaciones Ortogonales

Volvamos nuevamente a la expresion (1.1) que corresponde a una transformacion

. / o .
de las bases asociadas a S 'y S', pero que ahora vamos a representar matricialmente, asi

que
ZJ a1 Qg O3 Z
= B8 B B j
3 MY )3 k

y por (1.2) puede comprobar directamente que la transformacién inversa corresponde a

i ar i m ?
Jl =] a2 B2 7 '
k as B3 73 K
esto implica que
ar Biom o Qa3 1 00
AAT = ay B V2 Br B2 Bs | =] 0 1 0
a3 P33 o2 3 001

Esto es que A~! = AT, Las transformaciones que satisfacen esta propiedad son transfor-
maciones ortogonales; esta misma propiedad se refleja en (1.3) y exige a su vez que que
los tres vectores columna de A, o si lo prefiere, los tres vectores fila sean ortonormales

entre si.

11



(a) S’ rotado un dngulo ¢ respecto(b) Coordenadas respecto a S
as del vector rotado un angulo ¢

Figura 3: Transformacién de coordenadas bajo rotaciones. Tomado del libro Mecédnica Clésica
de H.Goldstein

. ., / .

Consideremos la rotacién de S respecto a S, donde desde ambos sistemas coorde-
nados se van a determinar las componentes de un vector r. Descomponiendo el vector en
’ !/ . s . . ./
(x',y )y (z,y) respectivamente se demuestra facilmente que la matriz de transformacion

aplicada a (x,y) de S depende de un sélo parametro ¢

x cos¢ sing¢ x

Y —sing cos ¢ Y

Veamos que esta rotacion de ejes coordenados en el plano cumple la condicion de trans-

formacién ortogonal [g].

Lo anterior corresponde a la ecuacién matricial r = Ar, donde pueden surgir dos
interpretaciones distintas, la primera que refleja la transformacién de las coordenadas del
vector r respecto a dos sistemas coordenados diferentes, llamada interpretacion pasiva de
la rotacion -el sistema coordenado rota un dngulo ¢ en sentido antihorario- (Ver Figura
3a), la segunda interpretacién es que el vector r se transforma en r respecto al mismo
sistema coordenado, llamada interpretacién activa -rota el vector un angulo ¢ en senti-
do horario- (Ver Figura 3b). Sin embargo, como nos interesa describir la orientacién del
cuerpo rigido con la transformacion ortogonal es pertinente la primera representacién [9].

Si quisiéramos hacer dos rotaciones de S hasta S” podemos hacer dos transformacio-
nes S — S° — S”, en donde podemos entender la matriz de rotacién de S — S” como
la composicion de las transformaciones A y B respectivamente, asi la transformacién es
el producto matricial C = BA siendo C nuevamente una transformacién ortogonal [§]

(Ver demostracion en Anexos 1.1).

12



Ahora la transformacién inversa que denotamos como A~ hace referencia a las

.z / . / . . ..
transformacion r — r, asi que parar — r — r se debe cumplir la igualdad matricial
A'Ar = Ir. En general el producto de matrices no es conmutativo por lo que el orden
de las rotaciones o transformaciones es importante para hallar una rotacion especifica
(Ver en Anexos 1.2 algunas definiciones y propiedades de las matrices importantes en el

formalismo de la teoria de grupos que se va a llevar a cabo en lo que sigue del trabajo).
2.0.2. Angulos de Euler

No cualquier matriz ortogonal serd adecuada para describir el movimiento del cuerpo
rigido ya que ademas se debe imponer que el determinante de la matriz sea 1. Si asumimos
la posibilidad de que sea -1 (por ejemplo la matriz identidad multiplicada por -1) que
aplicada sobre un vector columna x se tiene que —Ix = —x invierte todas las componentes
del vector. Esto es equivalente a hacer una transformacién de un sistema dextrogiro a
uno levégiro, dada la inversién de todos los ejes (Ver figura 4). Esto no puede lograrse
por un cambio rigido de los ejes, asi una inversion no representa un movimiento del
cuerpo rigido. En consecuencia las matrices ortogonales deben tener determinante 1,

tales transformaciones las llamaremos propias [9].

Figura 4: Inversién de ejes. Fuente propia

No existe un tnico conjunto de parametros que podemos utilizar para especificar la
orientacién del cuerpo rigido pero los tres parametros independientes mas comunes son los
angulos de euler. Cualquier rotacion de un sistema de coordenadas queda univocamente
determinado bajo tres rotaciones, cada angulo de rotacién sucesivo son los denominados

angulos de euler []].

El orden de las rotaciones es la siguiente. El sistema de ejes xyz rota alrededor de
z un angulo ¢ en sentido antihorario, a este nuevo sistema de coordenas lo nombramos

&nC. Ahora de hace girar este sistema respecto a £ es sentido antihorario un angulo 6 que
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da los ejes £'n'¢" y por este tltimo sistema se hace girar un dngulo 1 respecto al eje ('.

Esta transformacion da el sistema x’y’z” buscado (Ver Figura 5).

Como los dngulos de euler ¢, 6, 9 especifican cualquier orientacién de un sistema
de coordenadas rotados respecto a xyz, éstas seran nuestras coordenadas generalizas.
Podemos llamar a esta transformacién sobre xyz como A = R.R,R., donde R, tiene
como parametro el angulo ¢, R, el parametro 6 y R, con . Las matrices de rotacion

respecto a los ejes z y x tienen la forma

cos¢ sing 0 1 0 0
R.=| —sin¢g cos¢ 0 R.=| 0 cosf siné (1.4)
0 0 1 0 —sinf cosf

Desarrollando el producto R,R, R, la matriz A : zyz — 2'y'2’ queda [9]

cos 1) cos ¢ — cos 6 sin ¢ sin ) cos Y sin ¢ + cosf cos psiny  sin sin 6
A= | —sintycosep— cosfsingcostyy —sinsing + cosfcospcost) cossinb

sin f sin ¢ —sin @ cos ¢ cos 0

Esta matriz tiene inversa A ~'. Por las caracteristicas de ser una matriz ortogonal su

1

Figura 5: Angulos de Euler. Tomado del libro Mecanica Clésica de H.Goldstein

inversa es la matriz traspuesta AT Veamos que no necesariamente debe rotarse primero x,
luego £ y después £'. En realidad podemos hacer la primera rotacion respecto a cualquiera
de los tres ejes, luego tenemos tres posibilidades para la primera rotacion, para la segunda
solo tenemos dos posibilidades -no se pueden hacer dos rotaciones consecutivas sobre el
mismo eje-, para la tercera también tenemos dos posibilidades asi que en total hay doce
formas de hacer las rotaciones en un sistema dextrégiro; algunas de estas formas son

m4&s pertinentes para el estudio de cuerpos que rotan dngulos muy pequenos [9]. Todas
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estas posibilidades son equivalentes si pensamos en la isotropia espacial y la forma aqui
presentada es mas comun en los textos y con la que probablemente el lector se encuentra

familiarizado.

Las transformaciones ortogonales describen entonces la orientacién del cuerpo rigi-
do, donde sus pardametros son los angulos de euler. Acordemos que para t = 0 los dos ejes
coordenados coinciden, sin embargo bajo rotaciones continuas la matriz de transforma-
ciéon que actua sobre S que depende de ciertos parametros, deben ser dependientes del

tiempo, por lo tanto la transformacién evoluciona continuamente en el tiempo []].

Por el Teorema de Euler que dice “El corrimiento general de un cuerpo rigido con
un punto fijo es una rotacién alrededor de un cierto eje.” [9](p.202), implica que podemos
encontrar siempre un vector ubicado sobre el eje que permanezca invariante bajo una

transformacion de rotacién (Ver demostracién en Anexos 1.3).

Antes de finalizar este capitulo, se va especificar el conjunto de matrices M ortogo-

nales de 3 x 3 como el Grupo Ortogonal O(3), mateméticamente esto es
OB)={M|M"M =T}

este grupo no representa una transformacién de rotacion sobre el cuerpo rigido ya que
incluye inversiones. Como nos interesan las matrices ortogonales 3 x 3 con detM =1, el
conjunto de todas las matrices que satisfacen ésta propiedad forman el Grupo Especial

Ortogonal SO(3), esto es
SOB)={M | M"M =1; detM =1}

este subgrupo de O(3) es importante ya que sus elementos describen rotaciones rigidas en
el espacio. La definicion de grupo y subgrupo se dara en el siguiente capitulo en donde se

empezara a desarrollar la Teoria de Grupos haciendo referencia a algunos sistemas fisicos.
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Capitulo 2

Hacia un Desarrollo Alternativo de
la Teoria Especial de la Relatividad

desde la Teoria de Grupos

0.1. Definicion de Grupo

Sea un conjunto M sobre el que se define una ley de composicién interna represen-
tada como @. Se tiene que V a, b € M, se cumple que a ® b = ¢ donde ¢ € M. M es un

grupo (M, ®) si y solo si cumple las siguientes propiedades
» Asociativa. (a ®b) c=a® (bDc)
» Existencia del elemento neutro. e |e®a=ade=a
» Existencia del elemento inverso. Vae M,3a ' |a™! @& a=c¢
Si se cumple adicionalmente la conmutatividad el grupo es abeliano [20].

Forman un grupo las rotaciones con respecto al eje que pasa por el centro de un
tridngulo equilatero que lo dejan invariante, pero una inversion respecto al eje que pase
por un vértice también es una posible transformacion. Estas reflexiones no forman por
si mismo un grupo, pero si se complementan con el grupo de las rotaciones. Una trans-
formacion que involucre las tres posibles rotaciones y las tres posibles inversiones forman

un grupo y cualquier transformacion que deje invariante el tridngulo es una composicion
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de los elementos del grupo [22].

0.2. Definicion de Subgrupo

Un subconjunto conformado por algunos elementos de un grupo incluyendo el ele-
mento neutro, si cumple las propiedades del grupo bajo la misma ley de composicién,
entonces se dice que es un subgrupo. En tres dimensiones tenemos el grupo ortogonal
O(3) cuyos elementos son matrices ortogonales, si el determinante de la matrices es -1
implica que incluye inversiones; si el determinante es 1, implica que no incluye inversiones;

éste caso particular es el subgrupo SO(3).

Otro ejemplo de subgrupo del grupo de Poincaré son las transformaciones o boost
de Lorentz, que son transformaciones de coordenadas entre dos marcos inerciales, uno que
se mueve con respecto a otro; sus parametros son las velocidades relativas [22]. La trans-
formacién de coordenadas pueden ser representadas como z = Ty (v)2’ y 2" = Ty(v)z",
siendo T una matriz. Con la deduccién de las transformaciénes en el capitulo III podra

verificar que cumplen los axiomas de grupo bajo la operacién interna del producto entre

matrices
» Asociativa. T1(v)(Te(u)Ts(w)) = (T1(v)To(u))Ts(w)
» Existencia del elemento neutro. To(0)Ty(v) = Ty (v)

» Existencia del elemento inverso. [T (v)]™! = T1(—v) asi T;(—v)T;(v) = T(0)

1. Grupos de Lie

La matrices de rotaciéon R,, R, en (1.4) ha sido deducida directamente a través
de relaciones trigonométricas de la interpretacion pasiva o activa de la rotacién. Toda
transformacién de rotacion deja invariante la norma del vector, luego a través del for-
malismo de la teoria de grupos podemos buscar una matriz de transformacion tal que
satisfaga el invariante [§]. Asi que supongamos una matriz de rotaciéon R en el plano tal
que R : x — x cumpliendo que \/m = m Siendo ambas magnitudes

positivas es equivalente a decir que el invariante es
2 2 2 2
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Con base en esta relacién podemos representar matricialmente la transformacion asi

Xy Ry Ry X1

Ty Ro1 R T2

donde
$/12 + $/22 = (Ryxy + 312I2)2 + (Ro1x1 + RQQ$2)2

siguiendo la ecuacién (2.1) se obtiene
(R%l + Rgl)l’% + (R%Q + R%)SE% + (R11R12 + R21R22)$1LE2 = SL’% + l’g

donde se debe cumplir que los dos primeros coeficientes sean uno y el otro cero. Estos

resultados son equivalentes al producto de las matrices RY y R como se muestra a

continuacion
R'R — Ry Ry Riy Rip | R} + R3, Ry1 Ri2 + Ro1 Roo
Ria Ry Ro1 R RiaRi1 + RyaRoy R%, + R3,
R'R =
01

Por lo tanto el invariante impone la condicién a la matriz R de que R™! = R7, es decir que

sea ortogonal. Podemos expresar el invariante (2.1) como el producto del vector columna

T T

!/ ’ . . . .
X y su traspuesta x' x = x * x para generalizar a un vector en un espacio n-dimensional

8.

A este punto solo se ha tenido en cuenta rotaciones finitas, pero Sophus Lie considero
que rotar un dngulo € es equivalente a rotar /N N veces. Esto es que una rotacion finita

€S

R(9) = [R(0/N)}™

Conforme N es muy grande tenemos la rotacién finita en términos de rotaciones infinite-
simales

R(#) = lim [R(O/N)N

N—
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Para rotaciones infinitesimales R(f/N) ~ I+ A donde A es una matriz infinitesimal El, asi
en la rotacién finita R(6) = (I+A)Y. Cumpliéndose R'R = I escribimos (I+A)7(I+A)
y se deduce I+ A + AT 4+ ATA =1, despreciando términos de segundo orden o mayores

para cantidades infinitesimales deducimos la propiedad de la matriz infinitesimal A
A+AT=0

que es la caracteristica de una matriz antisimétrica, en donde las entradas de A son de
la forma [a;] = 0 y [a;;] = —[a;]. La matriz A tiene la siguiente forma general para

cualquier niimero infinitesimal € [g].

0 1
A=c¢
-1 0
por lo que la rotacién finita queda
N
0 1
R(#) = [I+¢

-1 0

La cantidad infinitesimal € es relacionada con el pardmetro 6 como ¢ = /N, siendo N

infinitamente grande. La anterior transformacién cumple A = eB [§].

Para continuar con el desarrollo, recordemos que la forma de una expansion de

Maclaurin para funciones es

> fn)
fla)y=>" S70) (2.2)

n!

Podemos hacer una extension a funciones de matrices en (2.2), por lo que aplicandola a

la funcion exponencial de una matriz cuadrada se obtiene

=M
€M:Zﬁ
k=0

si M es de dimensién 1 x 1 reducimos a la exponencial en los niimeros C. Siguiendo con

el desarollo para la rotacién finita R(6) = [I+ £B]", calculando los coeficientes de la

'La razén de esta expresién es que cosf ~ 1 y sinf ~ @ para dngulos muy pequenos, por ello la
matriz de transformacién para angulos infinitesimales puede ser reexpresada como la suma de la matriz
identidad y otra matriz infinitesimal
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expansion se prueba que R(0) = I; probando de igual manera para los siguientes términos

se deduce

R (§) =N (I + %B)N_I% R (0)=B

R'(0) = (N —1) <I+%B) _ BW R”(O):%W

generalizando para la n-ésima derivada evaluada en cero

R™(0) = (N -1V —]i)n---l(N— (n—=1) gn

Como N es grande, calculando el limite es facil ver que

lim R™(0) = B"

N—o0

Expresando (2.2) para N infinitamente grande

/ 1 " 1
R(0) = R(0) + R (0)0 + ;R (0)6” + ZRP(0)0" + ...

1

3p3
3!B 0° + ...

1
R(0) =1+ BO + 53292 +

Vemos que esto coincide con la expansion de la exponencial, asi que la rotacion finita
R(0) = e’B. Se puede probar facilmente que las potencias de la matriz B cumplen
B> = -1, B = -B, B" =1, B° = B, B = 1, y asi sucesivamente [§]. Haciendo
éstas sustituciones se reduce la expansién de R() como

02 04 96 93 Q5 97
R(e):<1_§+5_5+”'>I+(6__.+___-+"')B

resultado que coincide con la expasion en series de Taylor de cosf y sinf
R(#) = cosf I+sind B

Y asi deducimos finalmente que la transformacién que deja invariante la norma del vector

en el plano es
cosf sind
R(0) =
—sinf cos6
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Las ecuaciones de transformacién de coordenadas bajo tal rotacién son
! .
xy =cosf x1 +sinf

’ .
Ty = —sinf xy; + cosf xs

La matriz de transformacion anterior esta en concordancia con el andlisis de las rotaciones

del cuerpo rigido.
La rotacién finita R(6) = ¢’B queda en términos de una matriz B a la que llamare-

mos generador. Conociendo el generador podemos caracterizar completamente el grupo.

0 1
-1 0

B =

Para generalizar a tres dimensiones las rotaciones partamos de una rotacién del plano zy

respecto al origen de coordenadas, que representamos como

0 1
-1 0

R.(0) =exp |0

esto coincide con una rotacion pasiva sobre el eje z en el espacio, luego en el espacio el

generador puede ser escrito como

0 1 0
R.(0)=exp|0]| =1 0 0
0 00

La matriz es el generador en z. Probando esta formulacién en una rotacion infinitesimal

en torno al eje z tenemos

x 100 0 10 x
R.|ly|=(l0o10]|+e] =100 y
2 00 1 0 00 2
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A

(a) Rotaciones infinitesimales respecto a los eje z, y, (b) Rotacién respec-
X to a cualquier eje

Figura 6: Rotaciones del Cuerpo Rigido. Fuente propia

T T Y T+ ey
Rz Y = Y + € — = Yy — €x
z z 0 z
en donde vemos porque el término [ass] = 0 en el generador y no la unidad como pa-

reciera a primera vista. Esta transformacion es coherente con la Figura 6a, que muestra
respectivamente rotaciones infinitesimales en torno a z, y,  [§]. Una rotacién de los otros

ejes se define analogamente. Para una rotacion alrededor del eje x se deduce

/

r = y/:y+ez z/:z—(—:y
para una rotacion alrededor del eje y se tiene

!
T =T — €z Yy =y z =zZ+€x

de esto escribimos la representacién matricial de las rotaciones infinitesimales como

T (100 00 o0\|[ =
R.| y | = 01 0]|+elo0o 0 1 Y
2 00 1 0 -1 0 z
T (100 00 -1\ (=
R, [ vy | = 010 ]|+elo0oo0 0 y
z 00 1 10 0 z
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Asi se ha deducido los generadores de las rotaciones en el espacio G, G, G,

0 0 0 00 -1 0 10
G.=[0 0 1 G,=1 00 0 G.=| -1 00
0 -1 0 10 0 0 00

Cualquier rotacién en el espacio hace parte del grupo de rotaciones SO(3) [20].
Sabemos que una rotacién genérica tiene la forma R = e®, donde A es antisimétrica, por

ello la forma general de A tiene sélo tres parametros independientes

0 a b
A=]| —a 0 ¢
-b —¢c 0

Como ya hemos hallado los generadores de rotaciones en el espacio podemos expresar una
rotacién general, es decir, en torno a un eje arbitrario (Ver Figura 6b.) en términos de
tales generadores. Sea la rotacién finita R(#) = ¢’B generada por la matriz antisimétrica

B que debe ser una combinacion lineal de los generadores como se escribe a continuaciéon

B =n,G; +n,G, +n.G,

Para un rotacién infinitesimal

R =1+¢(n,G,; +n,Gy+n.G.,)

aplicando a un vector r

T T n.Y — nyz
Rl y |=]|9vy |+te] —n.x+n.2
2 2 nyT — Ny

la matriz que multiplica a € tiene la misma forma que el producto vectorial entre r y un
vector n quedando

Rr =r+¢(r x n)
Este resultado se puede interpretar geométricamente en una rotacién activa (Ver Figura
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(a) Representacién activa de la rotacién(b) Representacién de la rota-
cién sobre el plano p

Figura 7: Rotacion del vector r en torno a un eje arbitrario. Tomado del libro Mecanica Clésica
de H. Goldstein

7a), donde resulta un vector girado en sentido horario. El vector unitario n es un vector
sobre el eje de rotacion por lo que el vector r se puede expresar como una combinaciéon
lineal r = r,, +r, siendo r,, la componente vectorial de r sobre el eje genérico de rotacion

y la otra componente un vector sobre el plano p [§], [9].

~

Segin ésta representacion deducimos facilmente quer,, = (r-n)n y r, = r—(r-n)n.
Cuando rotamos el vector r un angulo finito a en sentido horario alrededor del eje de
rotacién, se obtiene el vector r' = r, + r;). Geométricamente si establecemos una base
sobre el plano p formado por p; a lo largo de r, y p, perpendicular al anterior, (Ver

Figura 7b) el vector rotado queda expresado como

’

r = (r)-nn+ (r,cosa)p; + (r,sina)p,

A . rp A _ I‘p A .
Ahora tengamos en cuenta que p; = oy que py = P X1 deducimos con un poco de
algebra que

R(a)r=(r-n)n+cosa (r — (r-n)n) +sina(r x n)

R(a)r=(1—cosa)(r-n)n+ cosar + sina(r x n)
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Asi la matriz de rotacién R(«) es

cosa + (1 — cosa)n? (1 —cosa)nyn, +n,sina (1 — cosa)n,n, —nysina
R(o) = | (1—cosa)ngny —n.sina (1 —cosa)n? + cosa (1 —cosa)n,ny, + n,sina
(1 —cosa)nyn, +nysina (1 —cosa)nyn, —n,sina (1 — cosa)n? + cosa

que es la matriz de rotacion 3 x 3 en el espacio respecto a un eje arbitrario. Podria
pensarse que en ésta matriz hay cuatro parametros o, n,, ny, n, en vez de tres como es de
esperar, sin embargo las componentes del vector unitario estan relacionadas por la norma
del vector, asi que tenemos cuatro grados de libertad menos una ligadura deducimos los

tres parametros [§], [20].

El conjunto de matrices SO(3) lo podemos definir como
SO3)={R|R'R=1,det R =1}

tal conjunto de matrices forman un grupo y sus letras hacen referencia al nombre Grupo

FEspecial Ortogonal. Las matrices R(n, 6) pueden ser expresadas como
R(n,0) = -G

donde n es un vector unitario sobre el eje de rotacion, esto en coherencia con el Teorema

de Euler enunciado en la pag.15.

En general el grupo SO(N) es el grupo especial ortogonal N-dimensional que sa-
tisface las mismas condiciones RTR = I cuyo determinante es la unidad. Las entradas
de estas matrices son nimeros R. Extendiendo a SO(4) la matriz A antisimétrica en la

rotacién finita R(6) = e® debe tener la forma

0 a b ¢

—a 0 d e
A_ f—

—-b —-d 0 f

—c —e —f 0

cuyo numero de generadores depende del nimero de letras diferentes posibles en la ma-

triz A. En SO(4) habran seis generadores de rotacién que no deben interpretarse como
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rotaciones respecto a ejes, sino respecto a planos; esto es coherente ya que en cuatro
dimensiones los ejes perpendiculares forman seis planos (Ver en Anexos 1.4 y 1.6 propie-
dades de los conmutadores aplicados en el algebra de Lie para caracterizar los resultados

de los conmutadores de los generadores, relacionados con las constantes de estructura).

Sugiero al lector revisar la seccién de Anexos 1.9 para ver como se generaliza el
concepto de momento angular a través de la aplicacion del Teorema de Noether. Los
generadores, que dependiendo de que sean J, S o L, antisimétricos o hermiticos, caracte-
rizan el espacio sobre el que se hacen las rotaciones; en este caso particularmente sobre
R? (con los generadores de rotaciones en el espacio), C? (con las matrices de pauli para
describir el spin %) y sobre L (con el operador momento angular que actia sobre funciones
de valor real). Aunque este tipo de tratamientos son recurrentes en la fisica cudntica no
deja de ser interesante presentarlos en este trabajo como otros ejemplos de la versatilidad
de la Teorfa de Grupos, siendo ademas obviados en muchos libros y que como veremos a

continuacién también podemos hacer un desarrollo analogo para la TER.

2. Desarrollo alternativo de la TER: Una construc-
cién propia desde los generadores de un grupo

El articulo On the Electrodynamics of moving bodies de A. Einstein publicado en
1905 desarrolla la Teoria Especial de la Relatividad que replantea las nociones del espacio
y el tiempo a partir de dos postulados, con el fin de resolver las asimetrias que resultan
al describir fenémenos electromagnéticos desde la teoria de Maxwell en diferentes marcos
inerciales. El primer postulado es el Principio de Relatividad, que en una traduccion
al inglés del articulo original se enuncia como “the laws by which the states of physical
systems undergo change are not affected, whether these changes of state be referred to the
one or the other of two systems of co-ordinates in uniform translatory motion” [6] (p.4). El
segundo postulado es enunciado como “any ray of light moves in the “stationary”system
of co-ordinates with the determined velocity ¢, whether the ray be emitted by a stationary

or by a moving body” [6](p.4).

Dado que no queremos mostrar el desarrollo tradicional de la TER con los dos

postulados y hasta aqui solo hemos desarrollado el formalismo de la teoria de grupos, a
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continuacion se van a deducir las transformaciones y el invariante asociados a un genera-
dor propuesto; guidndonos por el desarrollo presentado anteriormente sobre las rotaciones
de un cuerpo rigido que forman el Grupo Especial Ortogonal SO(3). A lo largo de éste
desarrollo vamos a desconocer completamente su relacién con la TER. Comencemos por
indagar el invariante de la siguiente transformacién /\ definida como la exponencial de

un parametro w y una matriz 2 x 2 que representa el generador de la transformacién

01
/\(w)—eacp w - (2.3)

Esta transformacion no es una rotaciéon ya que el generador no es una matriz antisimétrica.
A continuacién se va a hallar el invariante del grupo haciendo la expansién de /\ en series

de Taylor

2 3

desarrollando las potencias podemos agrupar términos como sigue

_ (4 w?  w? I wd o wd 0 1
/\(w)— +E+Z+... + w+§+i+m Lo

Los términos en paréntesis coinciden con la expansién en series de Taylor de cosh w y sinh w

respectivamente, asi

0

w) = cosh(w) I + sinh(w
Aw) (w) I'+ sinh(w) -

Si aplicamos ésta transformacién sobre un vector r con componentes z° y 2! entonces

tenemos

desarrollando el producto resultan las ecuaciones que relacionan tales coordenadas, que-

dando

20 = cosh(w) 2° + sinh(w) ' ; 2! = sinh(w) 2° + cosh(w) z* (2.4)
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Como estamos interesados en hallar el invariante asociado a éste grupo encontramos

que realizando la siguiente operacion
(29?2 — (z1)? = (cosh(w)z® + sinh(w)z!)? — (sinh(w)z® + cosh(w)z!)?
desarrollando los cuadrados y reduciendo términos semejantes
(29?2 — (z1)? = (cosh?(w) — sinh*(w))(2°)? — (cosh?(w) — sinh?(w))(z!)?

aplicando la identidad de las funciones hiperbélicas cosh?(w) — sinh?(w) = 1 tenemos

(@) = (a1)? = (2°)° = (2")? (2.5)
De (2.5) inferimos que bajo la transformacién A(w) la diferencia de los cuadrados
de las componentes permanecen invariantes. Vedmos también que (2.5) es similar al in-

variante de las rotaciones (2.1) -salvo el signo menos-, que es precisamente el producto

punto de los vectores como se muestra a continuacién

()% + (25)% + ... = (212 + (22)2 + ... (2.6)

Asi bajo una rotacién se mantiene invariante el médulo del vector. Podemos ge-
neralizar estos invariantes definiendo una operacion -el producto interior- y para ello es
necesario introducir la idea de métrica. En las rotaciones de un vector en un espacio
N-dimensional el invariante lo expresamos como z 'z = 27z donde 72z = x - x; luego
para recuperar el resultado (2.5) bajo un producto interior introducimos una matriz g,

. ’ . ’ /
que denominaremos métrica, quedando entonces x ' gr = 27 gz
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Para extender la misma transformacion (2.3) a un espacio de mas dimensiones, por
ejemplo a un espacio cuadridimensional, el generador debe ser una matriz 4 x 4 quedando

la transformacién comd?

0100
1 000
/\(w) =exp |w (2.7)
0000
0000

Dado que s6lo hemos agregado mas ceros al generador ;Sera que la transformacion seguird
expresada en términos de las funciones hiperbdlicas como en (2.3)7 para responder ésta
pregunta debemos desarrollar la exponencial, pero veamos que el generador es una matriz
simétrica y ello permite realizar una transformacion de semejanza y calcular facilmente
la exponencial. Llamemos a éste generador K', para diagonalizarla se debe aplicar una
transformacién de semejanza asi K!' = PBP™!: siendo P la matriz cuyas columnas son
los eigenvectores de K' y B una matriz diagonal cuyos elementos son los eigenvalores de

K'. Realizando éste célculo puede verificar que se obtiene

1 -1 00 1 0 00 1 -1 0 0
K — 1 1 00 0 —1 00 1 1 00
0 0 10 0O 0 00 0 0 10
0 0 01 0O 0 00 I 0 0 01 |
aplicando la exponencial sobre la transformacién de semejanza WK = (PWKIPT que

implica e¥' = Pe“BP~! (Ver demostracién en Anexos 1.8); luego

1 100 w 0 00 1 -100
- 1 1 00 0 —w 00 1 1 00
e = exp
0 0 10 0 0 00 0 0 10
0 0 01 0 0 00 0 0 01

2Esta generalizacién de los generadores a mas dimensiones se hizo anteriormente en la deduccién de
los generadores en SO(3), y en Anexos 1.7 de hace un andlisis andlogo para encontrar los generadores

de SO(4)
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de la exponencial resulta

w 0 00 e 0 0 0
0 —w 0 0 0 e¥ 0 0
exp =
0 0 00 0 0 € 0
0 0 00 0 0 0 ¢
Desarrollando todo el producto obtenemos
- - -1
1 =1 .0 0 e 0 00 1 -1 0 0
1 1 00 0 e“ 0 0 1 1 00
Aw) =
0 0 10 0 0 10 0 0 10
0 0 01 0 0 01 0 0 01
coshw sinhw 0 0
sinhw coshw 0 0
Aw) =
0 0 10
0 0 0 1
Recordando que
coshw = % ; sinhw = %

verificamos que efectivamente la transformacién queda expresada en términos de funciones
hiperbdlicas (Ver deduccién de las funciones hiperbdlicas en Anexos 1.10). Aplicando

ahora esta transformacion a un cuadrivector obtenemos matricialmente que

x coshw sinhw 0 0 2
x'l sinhw coshw 0 0 !
/ = (2.8)
x 2 0 0 10 x?
z® 0 0 01 3

Veamos ahora cudl es el invariante asociado utilizando las ecuaciones de transformaciéon
de (2.8). Como en (2.3) dedujimos que el primer término es positivo y el otro negativo,

supongamos la siguiente operacion

(292 — (1) = (2?)? = (2%)? = (coshwa® 4 sinh wz?)? — (sinh wa® + cosh wa!)? — 22 — 23
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desarrollando los cuadrados y aplicando la identidad hiperbdlica puede comprobar que
(@) = (@) = (27)" = (27)" = (2°)? = (a')* = (2*) = (%)’ (2.9)

Expresando el invariante (2.9) bajo la definicién del producto interior = 7gz = z7gx se

deduce que la métrica ¢ asociada a nuestro espacio cuadridimensional viene dado por la

matriz
1 0 0 0
0 -1 0 0
g= (2.10)
O 0 -1 0
0O O 0 -1

Volviendo al caso de las rotaciones en tres dimensiones se mostro que cualquiera de
estas transformaciones deja como invariante la norma de los vectores, luego asociado a la

rotacién mds general R() = ¢

estd la métrica que es la matriz identidad. Cualquier
transformacion que pueda ser expresada como n - G deja invariante la métrica; es decir
se cumple
R'gR =y
Teniendo en cuenta ahora que en un espacio N-dimensional hay @ grados de li-
bertad, en nuestro espacio habran 6 grados de libertad, por lo que nuestra transformacion
(2.7) que solo muestra un parametro independiente es un caso particular de una transfor-

macién méas general. Vamos a considerar a continuacién tal transformacion genérica que

deja invariante nuestra métrica.

<7 s, . / ’
Sea ahora /\ la transformacién genérica de coordenadas de x a x , luego x = A x; al

T — (Ax)T obtenemos x” A”. Como el invariante

trasponer esta ecuacién matricial (x')
es el producto interno escribimos x 7 gx' = x7 gx, donde x” A” g A x = x7 gx; por lo tanto

A\ g /\ = g; o sea que la transformacién /\ es una transformacién que deja invariante la
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métrica (2.10). En notacién matricial tenemos

1 0 0 0 1 0 0 0
A0 -1 0 o0 0 -1 0 0
A N = (2.11)
0 0 -1 0 0 0 -1 0
0o 0 0 -1 0o 0 0 -1
De esto se cumple necesariamente que det \” .det \ = 1, como |A\"| = | \| existen

dos posibilidades y es que det \ = £1. Para definir cudl de éstas dos posibilidades es la
correcta veamos que del generador K' se dedujo unas transformaciones hiperbélicas en
términos de un pardmetro w que es un numero asociado a un area (Ver Anexos 1.10).
Como w puede ser tan pequenio o tan grande como se quiera vamos a desarrollar una
transformacion infinitesimal para hallar los otros generadores, tal como se hizo con las
rotaciones. Partiendo de una transformacién infinitesimal sobre un cuadrivector obtendre-
mos que el cuadrivector resultante es casi idéntico al original, pues su norma permanece
invariante y solo ha girado un dngulo infinitamente pequeno, y como en SO(3), vamos a
indicar nuevamente la transformacion infinitesimal como A ~ I+ A, siendo A una matriz

infinitesimal. Por (2.10) escribimos
(I+A)TgI+A) =g
(I+AT)(g+9A) =g
despreciando AT gA porque los términos de segundo orden son muy pequenos concluimos
gA+ ATg =0 (2.12)
Para determinar la matriz A vamos a partirla en cuatro secciones

m p’

A=
n q

donde p” es una matriz 1 x 3, n es de 3x 1 y ¢ es una matriz 3 x 3, por lo que la métrica la

representamos con una matriz cuyas entradas son matrices. Considerando (2.12) se debe
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satisfacer

1 0 m p’ m n’ 1 0 m p’ m —nT
- = -
0 -1 n q P qT 0 -1 -n —q p _qT
m —nT m —nT 0 0
T * v |
P —q P —q 0 0
de aqui se deduce directamente que m = 0, p¥’ = n’, p = ny qg= —¢*. Recordando que en

las transformaciones de rotacién el generador es un matriz antisimétrica y como la matriz
g cumple esta misma condicién, se propone que ¢ esta relacionada con los generadores de
las rotaciones en nuestro espacio cuadridimensional. Por lo anterior la matriz A tiene la

forma general

0 w X p

w a b
A_ p—

A —a 0 ¢

6 —=b —c 0

descomponiendo A en los generadores K’ y en los generadores G; de las rotaciones en el

espacio tenemos

01 00 0010 00 01
1000 0000 00 00
A=w + A + 8
00 00 1 000 0000
00 00 0000 100 0
00 0 O 000 O 0 0 00
00 0 O 000 -1 0 0 10
+n + ng +ns
00 0 1 000 O 0 -1 00
00 -1 0 010 0 0 0 00
podemos reescribir ésto de manera mas compacta como
/\ = explwK" + AK? + BK?® + n,G| + 132Gy + n3Gs] (2.13)

siendo G, Go, G3 los generadores de las rotaciones respectivamente a x, y, z; pero los
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generadores K, K% K?® atin no los hemos relacionado con algin tipo de transformacién

fisica EI sin embargo ya tenemos caracterizado el grupo matematicamente.

Para terminar de caracterizar A\ = exp [AK?] y A = exp [K®] hacemos nuevamente
la transformacion de semejanza de cada generador y resolviendo la expansion en series

de Taylor puede comprobar que se obtiene

coshA 0 sinhA 0 coshg 0 0 sinhf
AR _ 0 1 0 0 SJBK?) _ 0 10 0
sinhA\ 0 coshA 0 0 01 0

0 0 0 1 sinhg 0 0 coshf

En conclusién hemos hallado una transformacién genérica que deja invariante la
métrica (2.10) caracterizada por seis pardmetros. Recordando que las matrices de trans-
formacion de rotacién quedan en términos de dngulos tenemos que A va a quedar expresa-
da en los parametros w, A, 3,6, ¢, ¢. Los iltimos tres parametros son los angulos de euler
pero ain no ha quedado determinado el sentido fisico de los primeros tres parametros,

por lo que éste desarrollo se va a llevar a cabo en el capitulo III.
2.0.1. Reflexion

A este punto concluiré que desde el anterior desarrollo puramente matematico no
podemos hallar todo su significado geométrico, y esto es porque han faltado los supuestos
fisicos. Desde este punto de vista, matematica y fisica se relacionan mediante geometria.
Y ahora retomando nuevamente el Programa Erlangen que sustenta que toda geometria
se basa en un grupo de transformaciones determinadas, siendo los invariantes de ese
grupo lo que la caracteriza, implica que cualquier modelo fisico geometrizable tiene unas
magnitudes fisicas Unicas invariantes que la identifica. Desde ésta idea se desarrollara el

capitulo III.

3Estos generadores seran los generadores de los boost de Lorentz, en Anexos 1.13 se desarrolla la TER
de manera tradicional; asi podra comprobar tal relacién
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Capitulo 3

Analisis de la Relatividad Especial
sin el Segundo Postulado. Hacia una

construccion de una Interpretacion

del Postulado

Es posible desarrollar la TER prescindiendo del segundo postulado a través de
la homogeneidad del espacio y del tiempo, la isotropia del espacio y el Principio de
Relatividad. Con éstas propiedades puede deducirse las transformaciones de Galileo y de

Lorentz [7].

De las transformaciones deducidas sale una velocidad invariante indeterminada, por
lo tanto, se requiere de una teoria que deduzca una velocidad invariante sin recurrir a la
experiencia sino que utilizando un postulado més profundo resulte una teoria mas general
que la TER [7]. A continuacién se va a presentar una de las muchas deducciones de las
transformaciones de Lorentz mostrando particularmente el desarrollo de Shan Gao [7],
aunque en esencia los trabajos de A. R. Lee, N. Mermin, T. M. Kalotas y Levy-Léblond
parten de las mismas propiedades anteriores sobre el espacio y el tiempo y conducen a

los mismos resultados (Ver [13], [12], [14], [16]).
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1. Desarrollo del articulo Relativity without Light:
A Further Suggestion

. . . ! ! .
Sean dos marcos de referencia inerciales S y S, donde S se mueve con velocidad
v constante respecto a S a lo largo del eje x. Para t = 0 los origenes coinciden. Sean las

ecuaciones de transformaciéon de las coordenadas x, t respectivamente

xl:X(x,t,'U) : tl:T(x,t,v)

Consideremos la homogeneidad del espacio y el tiempo. Esto implica que la longitud
de una regla no depende de la posicién en el marco inercial. Supongamos que hay una
regla en el marco S, cuyos extremos estan en las posiciones x; y x5 . Por la homogeneidad
del espacio la longitud de la regla no cambia si la regla se desplaza un intervalo Az. Luego

para S la longitud de la regla es invariante
(xg + Az) — (21 + Az) = 29 — 14
Para S’ se tiene
X(z2+ Az, t,v) — X(x + Az, t,v) = X (29,t,0) — X(x1,t,0)

igual a

X(xQ + A{L‘,t,v) - X(I’Q,?fﬂ]) = X(wl + Al‘7tav> - X(‘rlatav)
dividiendo a ambos lados por Az y tomando el limite cuando Ax — 0 tenemos

8X(x,v,t)| aX(m,v,t)|
oz e ox o

esto sugiere que las derivadas parciales son constantes ya que son independiente de las
posiciones de los extremos de la regla. De esto se deduce que la transformaciéon X (x, v, t)
es una funcién lineal en z. Haciendo un razonamiento andlogo para el tiempo se deduce
que T'(x,v,t) también es una funcién lineal en t. En conclusién la homogeneidad del

espacio y el tiempo implican la linealidad de las transformaciones respecto al espacio y
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el tiempo. Suponiendo que los origenes de ambos sistemas coordenados coinciden para

t = 0 podemos escribir en notacion matricial las transformaciones

x A, B, x
t C, D, t
siendo las entradas de la matriz funciones solo de la velocidad. Para t = 0, ' = 0 y

xr = vt, luego desarrollando la primera fila tenemos r = A,x + Byt = (vA, + B,)t se

deduce que B, = —vA,

La isotropia del espacio implica que las ecuaciones de las transformaciones deben
ser invariantes ante la inversion de los ejes coordenados. Aplicando ésta restriccion se
encuentra las relaciones A_, = A,, B_, = -B,, C_, = -C,, D_, = D,. Con éstas
relaciones podemos determinar la paridad de las funciones en la matriz. Por el principio
de relatividad se requiere que las inversas de las tranformaciones asuman la misma forma

que las iniciales asi que escribimos

T A_, B_, x
t C. D_, t

Los coeficientes de las matriz para la tranformacion inversa se corresponden con la matriz

inversa, asi que las entradas correspondientes quedan

Dv _Bv _C’U Av

A_v - A’UDU - B’UCU ; B_U - AUDU - Bva 7 O—U - A’UD’U - Bvcv 7 A_U - Ava - BUC’U

Relacionando estos resultados se tiene D, = A, y C, = %:1 quedando asi todos los

coeficientes en términos de A,

x A, —vA, T
t ~A g, t
y luego
z A 1 —v T
VA B Q== t
— S

. . . 1" .
Ahora si consideramos un marco de referencia S que se mueve con velocidad u respecto
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as

T 4A 1 —Uu 1 —v T
P ) W= R A1 ¢
T uA2 T A2
" A2-1
x 1+ urn —(u+v) x
= AuAv 9 iy
e A1 A2 1+ UAifl "
vA2 uA?2 uA?2

Por el principio de relatividad esta iltima transformacién debe tener la misma forma
que la transformacién de S a S” asi que los elementos de la diagonal deben ser 1, por lo

tanto se debe cumplir
A2_1 A2
VIAZ T 2A2

como u y v son arbitrarios implica que ambos lados de la ecuacién son constantes, llame-

mos a tal constante x y despejemos un A,, nos queda entonces

1

Ay = ———
V1 — kv?

esto implica que A, > 1 y ademads la constante k2 tiene unidades de velocidad y debe

ser un valor tal que esté en el intervalo 0 < k < U% La transformacion queda

T 1 1 —v T

t V1 — kv? —rkv 1 t

La ley de suma de velocidades también puede ser deducida. Supongamos que la

. . 1 . .
velocidad relativa de S* respecto a S es w, de las anteriores deducciones se concluye que

Ay = A Ay (14 udipt) asi
uU—+v
W= —
14 ruv

Lo mas importante de estas transformaciones es que hay una magnitud invariante -una
velocidad- que satisface las propiedades del espacio y el tiempo indicadas inicialmente.
Para k = 0 se obtienen las transformaciones de Galileo porque efectivamente el factor de
Lorentz es la unidad. Para x > 0 se obtienen las transformaciones de Lorentz que conllevan
a la dilatacién del tiempo y la contraccion de la longitud. Este andlisis es coherente pero
aun insuficiente para relacionar directamente x con ¢, aunque experimentalmente se pueda
comprobar tal igualdad. Veamos que las implicaciones fisicas en los casos k =0y k > 0

son diferentes, aunque matematicamente lo que la caracteriza difiera solo en el valor de
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una constante [7].

Para tener una relacion directa con la TER es necesario demostrar que x > 0, luego
ain no es concluyente desde el desarrollo de Shang Gao si los principios de la Relativity
without Light implican la invariancia de c. Sin embargo, el autor propone la hipotesis de
que el espacio y el tiempo estan cuantizados, es decir que haya una minima longitud y un
minimo tiempo relacionados con la longitud de Planck L, = (%L)% y tiempo de Planck
T, = (%)% donde % = ¢ [7]. Serd que podemos cambiar el postulado IT por un postulado
més profundo bajo esta interpretaciéon? [7]. Sin dar mayores detalles de ésta hipStesis que
puede suscitar mucho interés -estd fuera del alcance de esta monografia hacer un estudio
mas profundo tanto fisico como matematico sobre la cuantizacion espacial y temporal;
sugiero al lector consultar el articulo original de Shang Gao [7] y el libro de Carlo Rovelli
[21]-, en lo siguiente haré un andlisis propio para tratar de relacionar x y ¢ desde los

resultados hallados de la teoria de grupos como del desarrollo de la Relativity without

Light.

2. Construyendo una Interpretacion

2.1. Geometrizacion de la Transformacion de Coordenadas

La transfomacién A\ (2.13) forma un grupo, pero a continuacién la vamos a asociar
a una transformacién de coordenadas espaciales de forma que r’, un cuadrivector, es el
resultado de aplicar (2.13) sobre r, 0 sea r = A r. Ahora supongamos que los coeficientes
que acompanan los generadores K se hacen nulos, quedando A solo como una rotacion;
puede probar que la transformacién adopta la forma (3.1), en donde la matriz con los
astericos resulta de la composicion de los generadores de rotaciéon y van a depender

unicamente de los dngulos de rotacion

z0 0000 20
2! 0 * % = xt -
22 a 0 * * = x? (3-1)
z'3 0 * x =% x3
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(a) Traslacién de una barra rigi- (b) Traslacién de un sistema coordenado
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nado barra rigida

Figura 8: Homogeneidad del Espacio. Fuente propia
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(a) Homogeneidad del Tiempo (b) Isotropia del Espacio

Figura 9: Supuestos de la TER sin luz. Fuente propia

Vamos a ver las implicaciones fisicas que se obtienen al aplicar sobre (3.1) los supuestos de
la TER sin el segundo postulado. Como la homogeneidad del espacio y el tiempo asi como
la isotropia hacen parte de tales supuestos, estas propiedades han de ser consideradas en
nuestra transformacién. Desarrollando (3.1) vemos que hay una coordenada que no es
susceptible de ser rotada, por lo cual se propone relacionar z'° y 2° como proporcionales

al tiempo que se mida en cada marco inercial.

Antes de continuar veamos el significado que adoptan los autores de la Relativity
without light sobre la homogeneidad y la isotropia. La homogeneidad del espacio se entien-
de como la invarianza de las distancias espaciales independientemente de las traslaciones
que se hagan para observadores en un mismo marco de referencia inercial (Ver Figura 8).
La homogenidad del tiempo estd asociada a la equivalencia de los intervalos temporales
medidos por observadores distintos en un mismo marco inercial independientemente de

la sincronizacion de sus relojes (Ver Figura 9a).

La isotropia del espacio esta relacionada con la invarianza de los intervalos espacia-

les ante rotaciones de los marcos inerciales (Ver Figura 9b). Como a los marcos inerciales
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asociamos sistemas coordenados, implicitamente asumimos que para mantener la inva-
rianza de los intervalos espaciales los sistemas coordenados son rigidos, pues no se debe
cambiar la escala de medicién (Ver en Anexos 1.12 las definiciones de homogeneidad e

isotropia sacados del articulo original de Lévy-leblond).

Los vectores trasladados como en la Figura 10. también satisfacen los supuestos an-
teriores. Sea el vector x en el sistema de coordenadas ° y 2! definido por x, vy x;. Sabemos
que cualquier vector no trasladado -cuyo origen coincide con el origen de coordenadas-
satisface la métrica g en (2.10). Al sumar el vector Ax a cada extremo de x tenemos
el vector x, = x, + Ax coincide con Ax y el vector x, = x, + Ax que coincide con la

/

diagonal del paralelogramo formado (Ver Figura 10.). Luego tenemos que X;) - X, =X

calculado el cuadrado de su moédulo obtenemos

X +X = (Xp + Ax — X, — AX) - (X + Ax — X, — AX)

X X = (Xp — Xq) - (Xp — Xq)

Este resultado implica que la traslacién de un vector deja invariante la métrica (2.10),
por lo que se puede ampliar mas nuestro grupo /\ con traslaciones temporal y espaciales
-este es el grupo de Poincaré- teniendo cuatro generadores mads, sin embargo expresar

esto no es necesario para el analisis que vamos a llevar a cabo a continuacién.

Figura 10: Traslacién de coordenadas. Fuente propia

Para caracterizar fisicamente las transformaciones de los generadores K', K?, K?
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de (2.13) vamos a asociar estas transformaciones al movimiento de un marco inercial

con velocidad constante relativa a otro marco inercial (Ver Figura 11.) en donde solo se
. / . . ’ .

transforma la coordenada espacial ! y la relacionada con el tiempo z °, aplicando (2.3)

obtenemos las transformaciones hiperbdlicas (2.4).

Figura 11: Representaciéon del movimento de un marco inercial respecto a otro. Fuente propia

Representando el marco en reposo con el sistema rectangular S con coordenadas
. . ! 7. . . 7. .
espaciales (z°, z!) y un sistema S ligado a un observador en movimiento unidimensional
’ / . . .
respecto a S con coordenadas (z°, z!) respectivamante. Aplicando las transformaciones

. ’7e / .
hiperbélicas de K' a las coordenadas de S’ tenemos las ecuaciones

2° = cosh(w) z° +sinh(w) 2 ; 2! = sinh(w) 2° + cosh(w) z'*
Las coordenadas que mide el cuerpo en movimiento respecto a S' son respectivamente
(R,0) donde z° = Ry "' = 0 ya que el tiempo transcurre independientemente de si esta

. . . !/ . .7
0 no en movimiento. Sustituyendo 2! = 0 en las ecuaciones de transformacién

0

2% = cosh(w) 2 ; !

= sinh(w) z°

Veamos que la transformacién relaciona las coordenadas de S con las de S’ mediante
las funciones hiperbdlicas dependientes del parametro w. Cuando w es constante, para
diferentes tiempos de z'° vemos que los puntos (2%, 2') cumplen la relacién i—; = tanh w.
Geométricamente si construimos la hipérbola equildtera sobre el eje z° (Ver Figura 12.);
por definicién de las funciones hiperbdlicas trazando una recta que va desde el origen y
pasa por ese punto, se obtiene el lugar geométrico de las coordenadas que mide S cuando
para S’ solo transcurre el tiempo, es decir que esa recta es la representacién del movimento
de S". Veamos ademas en la Figura 12. que la recta estd definida por el pardmetro w que

es el angulo formado entre los segmentos OAC, que a su vez es el doble del area de la

"a coordenada z° va a ser la dependiente del tiempo medido en un marco inercial
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regién sombreada entre OAC (Ver deduccién en Anexos 1.10). Si se define otro pardmetro

¢ se relaciona analogamente con el area OAB y se tiene otra recta.

Tengamos en cuenta que la matriz de transformacién solo puede depender del movi-
miento relativo, es decir de la velocidad, por lo que ese parametro w debe estar relacionado
con esa magnitud. Supongamos otro sistema coordenado S” con una velocidad relativa
respecto a S’, la recta que representa su movimiento debe estar asociada a otro pardmetro
¢ tal que ;—é = tanh ¢. Hasta aqui podemos decir que las rectas oblicuas representan el

movimiento de un sistema y que se diferencian entre si por un parametro w.

xﬂ

A
Coshw it

Figura 12: Construccién del plano de coordenadas a partir de la definicién de funciones hi-
perbodlicas. Fuente propia

También de 2° = cosh(w) 2'° se deduce que 2° > 2'° y dado que tanhw < 1 implica
que z° > z'; entonces cualquier sistema en movimiento con respecto a S lo podemos
representar con una linea oblicua en S. Lo intesesante es que cualquier evento descrito
por S -acelerado o no- debe ser una linea cuyas tangentes no tengan como pendiente la

0

unidad. Veamos que para el caso hipotético 2 = 2! aplicando la transformacién inversa

se obtienen las ecuaciones

1 "1

0 —sinh(w) ' ; 2! = —sinh(w) 2° 4 cosh(w) z'

7" = cosh(w) 2°

sacando factor comun puede verificar facilmente que

43



(a) Construccién del eje = dada (b) Representacion del movi-
la invarianza de las coordenadas miento de S' respecto a .S
en la diagonal

Figura 13: Relacién de coordenadas que son invariantes bajo las transformaciones hiperbdlicas.
Fuente propia

Por lo que la diagonal es el lugar geométrico de las coordenadas invariantes bajo las
. . . , / . , .
transformaciones de Lorentz, esto implica que la linea z'! debe ser simétrica respecto a

la diagonal (Ver Figura 13).

Hagamos ahora tanhw = [, entonces sinhw = [coshw y dado que los puntos
sobre la hipérbola cumplen cosh? w — sinh? w = 1 se tiene que cosh® w — 2 cosh?w = 1,

factorizando tengo (1 — 4%) cosh?w = 1 asf que
sinhw = By

Hasta el momemto no le hemos dado significado fisico a 5 y ~. Supongamos el marco
inercial S” con cierta velocidad relativa respecto a S' v a su vez S” se mueve con velocidad
constante respecto a S (Ver Figura 14) ;Cémo describiria el observador en S la velocidad

o el movimiento de S”? para esto aplicamos la siguiente transformacién
2% = cosh(w) 2'* +sinh(w) ! ; 2! =sinh(w) 2’° + cosh(w) z*
sustituyendo de forma anéloga las coordenadas 2 y z'! en términos de "% y 2! tenemos
2% = coshw(cosh ¢ 2"° + sinh ¢ 1) + sinhw(sinh ¢ 2"° + cosh ¢ 1)

2! = sinhw(cosh ¢ 2% + sinh ¢ 1) + coshw(sinh ¢ 2"° + cosh ¢ 1)
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resolviendo este producto y agrupando términos semejantes se tiene
2% = (coshw cosh ¢ + sinh wsinh @) " ° + (coshw sinh ¢ + sinh w + cosh ¢) 2 *

2! = (sinhw cosh ¢ + coshwsinh ¢) ' ° + (sinh wsinh ¢ + sinhw + sinh ¢) 2" *

Con las identidades de suma de angulos se reduce a
2% = cosh(w + ¢) 2 ° +sinh(w+¢) 2+ ; 2! =sinh(w+ ¢) 2 ° + cosh(w + ¢) z

. . . 1" 1 "
ahora como las coordenadas que mide el observador de si mismo en S~ son (', z'!) =

(R, 0), sustituyendo esto deducimos
2% =cosh(w+¢)z° : ' =sinh(w+ ¢)z °

en donde
1

x
= tanh(w + ¢)
y aplicando nuevamente las identidades se tiene

z!  (sinhw cosh ¢ + coshw sinh ¢)
20 (coshw cosh ¢ + sinh w sinh ¢)

dividiendo todo por cosh w cosh ¢ se concluye

tanhw + tanh ¢
tanh =
anh(w + ¢) 1 + tanh w tanh ¢

W
)

< L o

Figura 14: Representacién del movimiento de s’ respecto a S

21

Recordemos que #; = tanhw es una cantidad adimensional. Cuando la linea es
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1

el lugar geométrico de los puntos de la forma a! = 2° estos son invariantes bajo las

transformaciones, y a su vez para este caso tanh w no esté definido, pero conforme z! —
2 vemos que las lineas oblicuas tienden a la diagonal, fisicamente el cambio de direccién

de las rectas deben estar relacionadas con la velocidad relativa, por lo vamos a expresar

tanhw en términos de la velocidad. Asf entre S y S tenemos i—; = f(—lt = tanh w donde
es trivial que v = % es la velocidad que mide S de S'. Por anélisis dimensional K

debe ser una velocidad, tenemos asi que v = K tanhw. Cuando ' — 2° tenemos que
tanhw — 1, pero esto no implica que v — K puesto que aun bajo el desarrollo
expuesto no hemos inferido que K sea un invariante para cualquier marco inercial, puede
ser que K — oo cuando v —» co. Ahora razonando de la misma manera para S’ y S

se tendria u = K tanh ¢; por lo anterior expresamos
v
tanhw = —
K

Cuando v # 0 debe ser K # 0, pero esto no es suficiente para afirmar que K # 0y
constante. Hasta aqui el problema de la Relativity without Light: A Further Suggestion

de encontrar explicitamente K = ¢ sigue sin resolverse.

Histoéricamente recordemos que el problema que motivé el trabajo de Einstein, La
electrodinamica de los cuerpos en movimiento se debe a las asimetrias que conllevaban
las transformaciones de Galileo, es decir, lo que un observador S describe mediante la
ecuacién de onda, un observador en S° lo describe mediante una ecuacién cuya forma
cambia. Ahora siguiendo uno de los experimentos mentales de Einstein que lo condujeron
a contradiccion es el siguiente; si viajaramos a la velocidad de la luz, no veriamos una onda
electromagnética propagandose sino que la veriamos estatica. Entonces las ecuaciones de
Maxwell ;para qué observadores serian validas? Convencido de la veracidad de la teoria
electromagnética de Maxwell y de que por el Principio de Relatividad, Einstein propuso
que cualquier conjunto de transformaciones de coordenadas debe satisfacer la covarianza
de todas las leyes fisicas debido a que los marcos inerciales son indistinguibles entre si
[4], nunca serd posible ver la luz estatica; pero esto tampoco implica que debamos medir
la misma velocidad independientemente de nuestro estado de movimiento. Aprovechemos

., / . . . s’
la propagacién de la luz en un marco S aplicando las transformaciones hiperbdlicas.

Las ecuaciones de Maxwell combinadas implican la propagaciéon de las ondas elec-
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tromagnéticas, en especifico el campo eléctrico F y el magnético B satisfacen la ecuacion

de onda [1]

1 9°E 19°B
vz _ . V2 —
Foaae =0 bP-aae ="

en su forma mds general, vamos a representar el operador laplaciano en coordenadas
rectangulares V2 = 88—; + ;—; + g—;. Podra comprobar que aplicando las transformaciones
de Galileo sobre las coordenadas de la ecuacién de onda, ésta no es covariante (Ver anexos
1.11), entrando en contradiccién el echo de que por medios electromagnéticos tampoco
podemos determinar el estado de movimiento de un marco inercial respecto a otro; luego

las transformaciones de Galileo no cumplen el Principio de Relatividad.

Hagamos la prueba con las transformaciones hiperbdlicas para el movimiento relati-
vo unidimensional en términos de los parametros § y K. Tenemos entonces las ecuaciones

en términos de las tres coordenadas espaciales y una temporal, quedando

d=qe—vt) sy =y 2=z t’zv(t—ﬁ—;>

1

transformacion en la ecuacién de onda unidimensional solamente para E teniendo E(x,t)

recordando que vy = donde 3 = 4. Para simplificar los cdlculos vamos a hacer la

FE_13E
or2 2 o2

Por la regla de la cadena

0B _opor  oEol
or O0x' Ox = Ot Ox

de las mismas ecuaciones de transformacién deducimos

concluyendo entonces
oL _ oE 5 0E
or  ox 'K of

derivando nuevamente y aplicando la regla de la cadena puede verificar que

PE_ 0B 8 B, B, 0
T Koot T K2or?

022 o2 | Kotor
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Por otro lado la derivada de E con respecto al tiempo es

ok __ OE OF
ot~ or T or

volviendo a derivar

PE __, ,0°F

o2

2y PE o PE L0
— YV — YV
o2 Votor T Vorar T ar

Sustituyendo y reduciendo términos en la ecuacién de onda unidimensional tenemos

FE_13E
or2 2 o2
0’F , 3% OF 2 OPE 2 O0°E

022 "V o T @or? T @ o2

,}/2

=0

agrupando términos semejantes

s  oU%\ OPE ,v2 4%\ 1 9*E
VoS ) e\ Y m =) 2 =0
2 ) ox K 2 ) c?ot

Sélo si para las transformaciones hiperbdlicas el Principio de Relatividad es inherente se

debe cumplir que los coeficientes en paréntesis deben ser la unidad quedando

por lo tanto

factorizando las v y cancelando

. v? . v?
c? K4

haciendo un poco mas de algebra se deduce

K=c

y ademds se tiene kK = K2 De esta manera he demostrado mediante la relacién teoria
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de grupos, geometria y fisica que xk # 0 y ademas constante para todo marco inercial,

completando el desarrollo de Shang Gao para el que quedaba indeterminada tal relacién.

Hallado este valor entonces expresemos las transformaciones hiperbdlicas en térmi-
nos de las relaciones anteriores. De las ecuaciones de transformacion hiperbdlicas (2.4) se

obtiene
/

x vy =By T

=]

x! By v z
de estas transformaciones siendo K = ¢ y expresando explicitamente el tiempo de la

coordenada z° = ¢t y 2! = x obtenemos las ecuaciones

donde

es el factor de Lorentz. En general podemos escribir este movimiento a lo largo del eje x

en el espacio cuadrimensional como

0

x v =8 0 0 20
z'! | - v 00 x!
2 | o 0 00| a2
z'? 0 0 00 z?

que coincide con el z' — boost de Lorentz (Ver desarrollo de la relatividad en el Anexo

1.13).

2.2. Una Reflexién sobre tal Invarianza

Hagamos un recuento de todo el proceso llevado hasta aqui. Comenzamos con el
estudio de la teoria de grupos en la que deducimos el significado de los generadores,
con los que podemos expresar cualquier transformacién asociada de manera univoca. Por
ejemplo, una rotacién en el espacio respecto a un eje arbitrario sera equivalente a una
composicion de rotaciones consecutivas asociadas a los generadores. Con estos podemos

caracterizar el grupo determinando las transformaciones correspondientes asi como su

49



invariante. En el capitulo II se supuso un generador particular con el que deducimos
el invariante, la métrica y las transformaciones asociadas -las hiperbdlicas-; sin dar una

relacion a priori con las transformaciones de Lorentz ni con el espacio de Minkowski.

Con el interés de saber las implicaciones fisicas que se tienen con las transforma-
ciones hiperbdlicas (2.4), se construy6 una geometria desarrollada directamente desde el
significado geométrico de la hipérbola equildtera y de la misma definicién de las funcio-
nes hiperbélicas; para un estudio formal del tema consultar el libro Hyperbolic Geometry
[2] o Lobachevski descubridor de la geometria hiperbdlica [5] entre otros articulos [15]. A
éste punto los parametros solo tenian sentido matematico o geométrico, por lo que se
relacionaron con una magnitud fisica, la velocidades relativas entre los marcos inerciales.
La deduccién de que K = c¢ fue desarrollada de manera auténoma concluyendo que las

transformaciones hiperbdlicas son equivalentes a las de Lorentz.

Para hallar que K = ¢, una relaciéon que no es trivial, es necesario restringir que las
transformaciones satisfagan el Principio de Relatividad ;Seran las tinicas que lo pueden
satisfacer tal como Kant pensaba que el espacio era necesariamente euclidiano? Pues
aunque no hemos probado ésta hipdtesis asumamos que si son las Unicas, y la razén de
esto es que en el Programa Erlangen se afirma que a toda geometria viene asociado un
grupo de transformaciones cuyo invariante es el que la caracteriza. Bajo la relacién fisica
y geometria, si ¢ es un invariante es porque se ha de conservar alguna cantidad fisica

. Pero que es lo que se conserva?.

Dado que hemos obtenido las mismas transformaciones de Lorentz tendremos las
mismas consecuencias de la TER pero no las mismas interpretaciones en torno a la feno-
menologia inherente a la teoria si desde un comienzo justificamos el segundo postulado.
Recordemos que la motivacion de este trabajo es construir una interpretaciéon del segundo
postulado a través de los principios asociados al espacio y al tiempo como hemos deducido
que se puede hacer matematicamante. Para lograr esto, propongo considerar los resulta-
dos de la cinematica relativista; por lo que las ecuaciones que aparecen a continuacion

las puede encontrar deducidas en cualquier libro formal de relatividad especial.

Para que la TER sea coherente con los principios de conservacion, que son base
de toda la fisica, es necesario generalizar magnitudes como la fuerza, momento lineal,

aceleracion, energia, etc,. Acorde a esto la cantidad de movimiento relativista es p = ymv.

20



Aplicando el teorema trabajo energia-cinética tenemos que la integral de la fuerza en
un intervalo espacial darda como resultado la variacién de la energia cinética Ej como
E; = (v — 1)mc? siendo la energfa cinética dependiente sélo de la velocidad, cuando
v = 0 debemos tener que E;, = 0, es decir que para ymc? = Ej, + mc? inferimos que la
energia total es Er = ymc?. La relacién entre Er y p relativistas es E2 = (mc®)? + (pc)?.
Para cuerpos en reposo y con masa Ep = mc? y para cuerpos sin masa tenemos que

Er = pc.

A la base de la dependencia entre la energia total y la masa esté el Principio de Con-
servacion de la Masa-Energia, con la cual ha sido posible llevar a cabo procesos de fisién
nuclear y es la base para comprender la cinematica de las particulas a altas energias. De
acuerdo con Levy-Léblond, ubicados en un mismo marco inercial, el espacio homogéneo
implica que los intervalos espaciales son invariantes bajo traslaciones, entonces la homo-
geneidad espacial implica la conservacién del momento lineal, y de igual forma para los
intervalos temporales que no cambian bajo sincronizaciones distintas de los relojes se
debe conservar la energia. Seguin este razonamiento la homogeneidad espacial y temporal
implica que haya conservacién del momento y de la energia, entonces la invarianza de la
luz entrana la conservacion masa-energia. La razon de esto es que la covarianza de las
leyes fisicas, en particular de las leyes electromagnéticas, implicaria que el movimiento
deforma los cuerpos con masa, como los relojes, los cuerpos rigidos, etc. asi un cambio de
la estructura molecular, -considerando un punto de vista atomista de la materia- debido

a la transformacion masa-energia produciria los efectos de la TER.

Cémo se hubiese desarrollado la TER si la ley conservacion masa-energia se hubiese
establecido antes que la Teoria de Maxwell jla TER seria tan abstrusa o se hubiesen
redactado desarrollos para demostrar el segundo postulado? Yendo mas alld, quizas el
segundo postulado se puede reemplazar por la Ley de conservacion masa-
energia y asi sélo nos referimos al movimiento en vez de hablar de espacio y tiempo, de
homogeneidad e isotropia, ya que estos son conceptos probleméaticos, metafisicos. Prefiero
ver procesos de transformacion entre masa y energia que conlleven a la invarianza de la
velocidad de la luz que la dilatacion del tiempo y contraccion de la longitud de la que
dificilmente se hace una interpretacion significativa. En Anexos 1.4 extiendo un poco

mas el analisis sobre la invarianza de la velocidad de la luz.
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Capitulo 4

Conclusiones

Las rotaciones en el espacio quedan completamente caracterizadas a través de los
generadores, luego a partir de ellos se pueden hallar las transformaciones asociadas y
el invariante, de esta manera se siguié el andlisis; partiendo de un generador de la que
no hubo ninguna necesidad de hacer algiin tipo de referencia a la TER de Einstein
para encontrar las transformaciones hiperbdlicas y las transformaciones de rotaciones,

quedando demostrada su equivalencia con las Transformaciones de Lorentz.

Se encontré que para hacer una contruccion geométrica de las transformaciones hi-
perbdlicas se requiere asociar las transformaciones a un sistema fisico, en éste caso las
transformaciones posibles del cuerpo rigido. Los resultados hallados son equivalentes a
las transformaciones de Lorentz, los diagramas de Minkowski, por lo que este trabajo
evidencia la posibilidad de desarrollar de manera alternativa la TER sin asumir el segun-
do postulado, permitiendo otras interpretaciones, abriendo otras preguntas que desde el

formalismo convencional no se plantean.

Se comprueba que efectivamente bajo la relacion fisica-matematica desde la teoria de
grupos, la geometria y los supuestos de homogeneidad, isotropia y principio de relatividad

resulta una velocidad invariante tal que K = ¢

El formalismo presentado es una propuesta que sintentiza algunos resultados ya
previstos en los articulos sobre la relatividad sin Luz, asi como algunos desarrollos de la
teoria de grupos pero con unas reflexiones y analisis propios que pueden ser de ayuda
a los estudiantes de relatividad o docentes que quieran cambiar el orden o la forma de

explicar la TER; puesto que la forma légica de construir una teoria tiene implicaciones en
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nuestras construcciones conceptuales. Ademas se espera motivar a quien vea en la ciencia

no un dogma a seguir, sino un camino para reflexionar.

El trabajo hace explicitos desarrollos mateméaticos que no son considerados en los
libros de texto tradicionales; ademas desde el punto de vista como fue abordada aqui la
Relatividad Especial, se abren caminos de investigacion que valen la pena seguir reflexio-
nando y formalizando; pues s6lo haciendo construcciones propias podemos replantear la
ciencia y buscar mejores modelos pedagdgicos para la ensenanza de teorias tan complejas

como la TER.
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1. Anexos

1.1. Demostraciéon. Transformaciones Ortogonales

Sea C = BA, luego C* = (BA)T = A"B”. Como A" = A™!' y B" = B~ tenemos
que CT = A7'B7! = (BA)™! por lo tanto CT = C™, es decir que C es una matriz

ortogonal.

1.2. Definiciones y propiedades de las matrices mas recurrentes
en el formalismo de la Teoria de Grupos, Relatividad y

Cuantica.

Las siguientes definiciones y propiedades son tomadas textualmente del libro Mecanica

clasica [9](pp.181-182)

= Definicion 1. La matriz adjunta se define como la matriz traspuesta conjugada y

se denota como AT = AT*

» Definicién 2. Una matriz que cumple A = AT se denomina autoadjunta o hermiti-

ca.

» Definicién 3. Se dice que una matriz es simétrica si A = AT y antisimétrica si

A=—AT,

» Propiedad 1. Una matriz es unitaria si satisface la condicién ATA = I. Como las
matrices de rotaciones tienen entradas reales, en este caso no hay distincion entre
la matriz traspuesta y la matriz adjunta, es decir hay una equivalencia entre la

propiedad unitaria y la ortogonalidad. |I|

= Propiedad 2. Sea la traspuesta del producto de dos matrices A y x -donde x es un
vector columna-. Si Ax = C se tiene (Ax)” = x”AT = C”, generalmente no hay
implicaciones entre el vector columna y su traspuesta, siendo C un vector columna

podemos escribir Ax = xAT

= Propiedad 3. Sea A una matriz ortogonal, por propiedades de los determinantes

|A.B| = |A||B|. Como el determinante de la matriz identidad vale uno, se tiene

'En relatividad especial es necesario introducir matrices complejas

54



|IAT||A| = |I| = 1, se debe cumplir ademas que |AT| = |A| entonces |A]> =
1 implica que el determinante de la matriz ortogonal solo puede valer +1 o -1.

[9](p.181)

Como se dijo en el capitulo I hay dos interpretaciones cuando se aplica una matriz
de rotacién, las dos interpretaciones del operador como transformador de un vector o del
sistema de coordenadas quedan englobadas en una si intentamos hallar la transformacion
de un operador bajo un cambio de coordenadas. Consideremos que A es un operador
que actia sobre un vector F y que da un vector G, asi G = AF. Si se transforma el
sistema de coordenadas mediante una matriz B, las componentes de G vienen dadas por
BG = BAF o también BG = BAB !BF siendo BAB™! ¢l operador que actiia sobre
el vector F transformado en el nuevo sistema resultando un vector G transformado en el
nuevo sistema coordenado, asi que podemos interpretar el operador A" =BAB™! como
la forma que adopta el operador A cuando se transforma a un nuevo sistema. Luego toda
transformacién de una matriz que tenga la forma de A’ se denomina transformacién de

semejanza. [9] (p.182).

1.3. Teorema de Euler

El desarrollo aqui presentado es tomado del libro mecénica clésica [9](pp.202-208).

La exigencia de mantener un punto fijo en la rotacién implica que hay un eje que
permanece invariante y por ende, cualquier vector sobre este eje es invariante bajo una
transformacion ortogonal. Es posible demostrar que existe un vector R que tienen las
mismas componentes en Sy S, luego R = AR = R, escribiendo esto de manera mas
general se obtiene la ecuaciéon de valores propios R = AR = AR donde en general
A e C. X son los valores propios de la matriz y los vectores asociados que la satisfacen
son los vectores propios. Como R es invariante debemos esperar que A = 1, asi que una
formulacién equivalente del teorema de euler es -la matriz ortogonal real que especifica
el movimento fisico de un cuerpo rigido con un punto fijo tiene siempre el valor propio

+1-.

Para verificar que si existe un A = 1 necesitamos solucionar la ecuacién de valores
propios (A — A1)R = 0. Sean las componentes (X,Y,Z) de R que cumplen el sistema de

ecuaciones homogéneo, entonces para hallar una solucién no trivial el siguiente determi-
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nante es nulo

g — A 12 13
A—Al= 21 Qy — A Qo3 =0
31 032 asz — A

Esta es la ecuacién caracteristica de la ecuaciéon de valores propios y podemos deducir
infinitas soluciones del sistema homogéneo, ello es coherente con el hecho de que es po-
sible ubicar infinitos vectores sobre el eje de rotacion, por lo tanto la direcciéon de R no
queda definida por éste método. Por la ecuacion de valores propios anterior escribimos el

siguiente sistema de ecuaciones homogéneo

(a1 — M) Xq1 + 012 Xo1 + a13X3; =0

a1 X1 + (22 — A1) Xo1 + a3 X351 =0
a31 X171 + azeXor + (g3 — A1) X3 =0

donde el primer indice i de X se refiere a la componente del vector y el segundo indice a
alguno de los tres vectores propios. Podemos escribir considerando simultaneamente los

tres valores y vectores propios de manera matricial como

a1 g Qg3 X1 X Xis X1 X2 Xig A0 0
Qg1 Qigg  (Oi23 Xo1 Xoo Xog = Xo1 Xoo Xog 0 X O
Q31 (Qiza (i33 Xz X3o X3 Xz X3o X 0 0 A3

y de manera mas compacta X;a;; X = A\ Xir que es lo mismo a

EjOéinjk = Eijk(Sjk/\k

de esto se deduce la ecuacién matricial

AX =XA

siendo A una matriz diagonal con los valores propios de A y X la matriz 3 x 3 donde
cada vector columna es un vector propio de A. Multiplicando por la inversa se deduce

que X 'AX = A que es una transformacién de semejanza. Esto significa que la diago-
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nalizacion de la matriz A nos da sus valores propios. Como A es ortogonal y necesa-
riamente de determinante +1, aplicando las propiedades dadas anteriormente deducimos
que |(A —T)||AT| = [T — A”| donde se tiene |A —I| = [T — A|. Como el determinante
de una matriz n x n satisface | — B| = (—1)"|B| para nuestro caso n = 3, toda rotacién
cumple |A —I| = —|I— A| = [I— A|. Esto implica que |A —I| = 0] y relacionando esto

nuevamente con la ecuacién de valores propios
JA—-X|=0 — A=1

El determinante de una matriz es invariante bajo una transfomacién de semejanza y como

ya sabemos que uno de estos valores propios es +1, entonces los otros dos deben cumplir

IA] = [XAX| = |A] = Mdods = Aods = 1

Ante una transformacion ortogonal de un vector, el cuadrado de su modulo es

invariante. Sea R un vector propio complejo El , entonces satisface
R"R* = (AR)TAR* = RTATAR* = R"R"

RTR* = \WR'R* y esto implica AA\* = 1, o sea todos los valores propios tienen médulo

unidad.

Si todos los valores son reales podemos considerar que todos sean +1, asi la matriz
de transformacién es la identidad, y deja invariante todos los ejes de .S. Otra posibilidad es
que un valor propio sea +1 y los otros dos -1, en este caso tenemos una matriz de inversién
de dos ejes coordenados, o sea una rotacion de 7w alrededor de un eje invariante. También
esta la posibilidad de que uno sea +1 y los otros dos valores propios sean complejos
conjugados. En sintesis podemos decir que toda matriz ortogonal no trivial (es decir no
cuenta la matriz identidad) tiene un solo valor propio A = +1. Podemos hallar los cosenos

directores del eje de rotacion con respecto a S, esto es haciendo A = 1, y se hallan X, Y,

2En un espacio con un niimero par de dimensiones siempre se cumple la identidad de los determinantes,
pero no se cumple el teorema de euler, es decir que una rotacién en el plano no deja ningin vector
invariante, y la razén es que el eje de rotacién es perpendicular al plano.

3la ecuacién caracteristica que satisface A es de orden tres, y todo polinomio de orden tres tiene al
menos una raiz real, por lo tanto es necesario considerar el caso en que las otras dos raices sean complejas
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Z del vector R sobre tal eje, teniendo esas componentes hallamos los cosenos directores

respecto a S haciendo los respectivos productos punto.

Mediante una transformacion de semejanza es posible transformar cualquier matriz
A en un sistema de coordenadas donde el eje z coincide con el eje de rotacion, luego ese

nuevo sistema coordenado se obtiene como resultado de la rotacién

cos¢ sing 0
—sing cos¢ 0
0 0 1

Siendo la traza invariante respecto a la transformacion de semejanza se cumple Tr(A) =
Tr(A) =1+2cos¢ =1+ ¢+ e . Analizando este resultado vemos que cuando todos
los A valen +1 tenemos una transformacion identidad, es decir ¢ = 0 y en el caso de que
los otros dos valgan -1, ¢ = 7. Del Teorema de Euler se desprende que el corrimiento
mas general de un cuerpo rigido es una traslacion mas una rotacion, esto es llamado el

Teorema de Chasles.

1.4. Propiedades de los Conmutadores

La definicion de conmutador de dos operadores lineales A y B es

y el de anticonmutador es
{A, B}=AB + BA
puede verificar desde la definicion las siguientes propiedades de los conmutadores

» /A, B]=-[B, A]

[A, ¢]=0, donde ¢ ¢ C

A

[A, B+ C]=[A, B] + [A, C]

[A, BC]=[A, B]C+B/A, CJ

[AB, C]=[A, CIB+A[B, CJ

[A, [B, CJ]+[B, [C, AJJ+[C, [A, B]]=0 Identidad de Jacobi
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1.5. Definicion de la Delta de Kronecker y del Simbolo de Levi-
Civita

La delta de Kronecker se define como el producto punto entre dos vectores de una
base ortonormal asi

(51] = €,.€;
luego para i = j, 0;; = 1 y para i # j, 6;; = 0.

El simbolo de Levi-Civita o tensor de Levi-Civita se define como el producto cruz

entre los vectores de una base ortonormal, sea

3
e Xe; = E €ijkCk
k=1

en.(e; X €;) E Eijk €m €k

en.(e; x €;)) E €ijk Omk

entonces

Eijk = €em.(e; X €;)

es decir €;5, = 1 para permutaciones pares del ordenamiento 1,2, 3. ;5 = 0 para al menos

dos indices repetidos y €;;, = —1 para permutaciones impares del ordenamiento 1,2, 3.

1.6. Algebra de Lie

Supongamos dos rotaciones R; = eB y R, = e® aplicadas consecutivamente daran
una transformacién e®eB = €%, sin embargo como no podemos garantizar la conmutativi-

dad de las rotaciones en general, Z = log(e®eB) cuyo resultado es dado por la Férmula
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de Baker-Campbell-Hausdorff [20]
1 1
Z=A+B+ é[A,B] + E([A, [A, B]] — [B,[A, B]]) + ...

Como el conmutador satisface la propiedad antisimétrica [A, B] = —[B, A], si este da
cero la férmula anterior también se anula. De otra manera se cumple la propiedad eZ =

A+

eAtB solo si los operadores conmutan. Expresando las rotaciones en términos de los

conmutadores y aplicando algunas propiedades

[01 (anl +712G2+H3G3), Qg(n/lGl +7L/2G2 +n;G3)] = 0192([H1G1, n/lGl] + [anl, TL;GQ] + )

3
9102(71171/1[(;1, Gl] + nln;[Gl, GQ] + ) = 91‘92 Z nm;[Gl, G]]

jri=1
reduciéndose la expresion en los conmutadores de los generadores. Si A y B estuvieran
asociados a rotaciones infinitesimales podemos despreciar términos de orden mayor o
igual a dos ya que [A, Bl = AB — BA = 0, asi que solo por aproximacién las rotaciones

infinitesimales conmutan [9].

Recordemos que A y B son matrices antisimétricas donde el conmutador [A, B] = C,
luego al hallar su traspuesta [A, B]T = (AB — BA)T = CT se deduce (BT AT — ATBT) =
BA — AB = —[A,B] = —C; esto demuestra que CT = —(C; es decir, C también es
antisimétrica. En tres dimesiones cualquier matriz antisimétrica puede expresarse como
combinacién lineal de los generadores, o sea que de [G;, G;] resultard una matriz anti-

simétrica cumpliéndose necesariamente
3
G, Gy] = g Cijr Gy
k=1

Los coeficientes Cj;;, son las constantes de estructura. Puede comprobar facilmente los

siquientes resultados de los conmutadores
(G, Gh] = [Ga,Go] = [G3,G3] =0 5 [G1,Go] = =G5 5 [G,G3] =Gy 5 [Ga, Gs] = =Gy

donde es evidente que Cjjr = —¢;j; siendo €;; el simbolo de Levi-Civita [§]. De manera
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conveniente reexpresamos [ [G1, Go] = —i(—i)G3 = —iJ; asi

Jg = —’iGg J2 = —iGg Jl = —iGl

quedando la representacion matricial de cada operador J, = —iGj, de la forma
00 O 0 0 2 0 — 0
Ji=100 —i Jo = 0 00 Js=14¢ 0 0
0 ¢ 0 — 0 0 0 0 0
Con la relacion J, = —iGj, se puede deducir las reglas de conmutacion para las J asi

[Ji, JJ] = JlJ] — J]JZ = —GiGj + GJGZ

J)
[Ji, J5] =[Gy, Gi] = =[Gy, Gj] = eijuGr, = %‘k_—ki

(i, J;) = igiji i

deduciendo de aqui las constantes de estructura en SO(3) para las J. Finalmente tenemos
que las rotaciones en términos de las J, que son matrices hermiticas, quedan representadas

como [§], [20]

En general el grupo SO(N) es el grupo especial ortogonal N-dimensional que sa-
tisface las mismas condiciones RTR = I cuyo determinante es la unidad. Las entradas
de estas matrices son nimeros R. Extendiendo a SO(4) la matriz A antisimétrica en la

rotacién finita R(6) = e? debe tener la forma

0 a b ¢

—a 0 d e
A pr—

—b —d 0 f

—c —e —f 0

4Considerando en general que las entradas de las matrices puedan ser complejas se tiene una teorfa
completa que puede extenderse al formalismo de la mecdnica cudntica. La importancia de trabajar
matematicamente con las J y no con las G, es que en cudntica los observables de la naturaleza se
representan por operadores hermiticos J' = J, y el operador evolucién temporal se representa por
matrices unitarias UTU = I, condiciones que la matriz G' no cumple.
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cuyo numero de generadores depende del nimero de letras diferentes posibles en la ma-
triz A. En SO(4) habran seis generadores de rotacién que no deben interpretarse como
rotaciones respecto a ejes, sino respecto a planos; esto es coherente ya que en cuatro
dimensiones los ejes perpendiculares forman seis planos. Una rotacién genérica en SO(4)
se expresa igualmente como R = ¢’%, donde resultan seis sumandos en el producto

interno. Supongamos la rotacién infinitesimal

1 0 00 0 € 0O
o 0100 — 0 0 0
R=e""2=1+4¢eGy = +
0010 0 000
0 0 01 0 00O
La transformacién finita es de la forma [§]
cost sinf 0 0
—sinf cosf 0 0
ng(e) =
0 0 10
0 0 01

Bajo la interpretaciéon de la rotacién en SO(4) vamos a entender a G;; como la
rotacién del plano ij y ademads esta notacién implica que el nimero 1 positivo en la

matriz aparece en la fila i y columna j, de tal forma que los generadores son [§]

0O 1 0O 0O 010 0O 0 0 1

-1 0 0 O 0O 0 0 O 0O 0 0 O
Gio = G13 = G =

0O 0 00 -1 0 0 O 0O 0 0 0

0O 0 0 O 0O 0 0 O -1 0 0 O

0O 0 0O 0 0 0O 00 0 O

0O 0 1 0 0 0 01 00 0 O
Gag = Goy = Gay =

0O -1 0 0 0 0 00 00 0 1

0O 0 00 0 -1 0 O 00 —1 0

No se debe confundir la métrica de SO(4) que es la matriz identidad con la métrica del

Grupo de Lorentz.
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1.7. Generalizacion de las reglas de conmutacién de los genera-

dores de SO(N)

Con los generadores en SO(4) se puede comprobar las siguientes reglas de conmu-
tacién

(G2, Gi3] = Gsa 3 [G34,G31) = Ga 5 [Gas, Gio] = G

v [Gij, Gem] = 0 para i # j # k # m. Notemos que de estos ejemplos se deduce la

siguiente regla

[GijaGik] = ij ; [Gija Gki] = ij
como [Gyj, Gig] = — |G, Gij| = —Gji, tenemos
ij — —ij

de aqui mismo se deduce

[Gij7 ka] - [Gija _Gmk] — [Gmka GZ]]

En términos de la delta de kronecker escribimos las constantes de estructura como

[Gij7 ka] = Gm](szk + ij;(sim + szégk + Gkiéjm

expresando cada término G en términos de J

[Jems Jij] = —[Jijs Jem] = 1(ImjOix + Jjkbim + im0k + Jki0jm)

y luego multiplicando ambos lados de la anterior igualdad por —1 deducimos

[ijs Jem] = —i(Jmj0ik + Jik0im + Jim0jk + Jkidjm)

Como G;; = —G}; conviene expresar

63



Estas mismas reglas se aplican para SO(N); donde los subindices i, j, k,m = 1,2,3,.... N
8.

Para deducir el nimero de generadores SO(N) contamos el nimero de entradas
independiente de la matriz antisimétrica N x N. Haciendo la cuenta tenemos en general
N? entradas en la matriz, a eso le restamos N elementos que son los que van en la diagonal,
luego al nimero restante de elementos los dividimos por 2, o sea hay

N(N —-1)
2
generadores. Esta formula depende solo de la dimensién N del algebra de Lie. Aplicando

la anterior formula para N = 2, 3, 4 respectivamente hay 1, 3, 6 generadores. Esto coincide

con el nimero de generadores hallados anteriormente para SO(2), SO(3) y SO(4) [20].
1.8. Demostracion. La Exponencial de una Transformacién de
Semejanza

Sea a un escalar y K' una matriz simétrica tal que es semejante a una matriz B diagonal

mediante la transformacién K' = PBP ™! entonces la exponencial de la transformacién

es @K' — caPBP™! _ P(aB)P~

' haciendo la expansion en series de Taylor
aPBP! -1 1 —1\2 1 —1\3
e =1+ PaBP +§(PaBP ) +§(PaBP )° 4+
Por propiedad asociativa del producto matricial puede verificar el resultado

. 1 1
ePBPT 14 P(aB)P ! + 5 P(aB)’P~! 4 5P(aB)?’P—1 T

Aplicando la propiedad distributiva se factoriza P y P~! teniendo en cuenta que I =
PIP!
_ 1 1
PP — P T + (aB) + 5 (aB)* + g(aB)3 + .| P

que es a su vez

—1 o
6aPBP — P@aBP 1
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Siendo B una matriz diagonal es més ficil calcular la exponencial e*B. Por ejemplo

tomemos la exponencial de una matriz diagonal 2 X 2 como se muestra a continuacion

2
)\1 O )\1 O 1 )\1 O

exp =1+ + 5 + ...
0 Ao 0 Ao 2! 0 A

Las potencias de cada matriz son las potencias de los elementos de la diagonal, quedando

A1 0 A0 1 [ X 0
exp =1+ + 5 + ..
0 A 0 X ) 2o X

Sumando las matrices puede verificar que se obtiene

)\1 0 €>\1 0
exp =

0 )\2 0 6)\2

1.9. Momento Angular

El momento angular es definido en mecanica clasica como la magnitud vectorial
L=rxp

o de la misma forma L = (z,y, 2) X (ps, py, p»); desarrollando este producto y agrupando
términos por componentes resulta

~
.

L = (yp. — 2p,)i + (2ps — 2p.)j + (zp, — ypa )k

que son respectivamente L, L,, L,. Supongamos que tenemos un sistema coordenado
A , . . . A~ .

xyz y otro x y z que estd rotado respecto a un eje cuyo vector unitario es n (Ver Figura

15a). Si L es el momento angular de la particula respecto a zyz entonces su componente

respecto al eje de rotacién es n.L [§]. Puede comprobarse que el resultado del producto

65



£ \.'I A
J = b K
t LY f L ' P
E A
‘I‘\\M - ? :ﬂ‘ -3 /'/ I&XRF’

wl - r

b LY / o

| \&; g //S- -)//:

] " Er

] _.__|é'_— i ——— 5

" ! ® o ” X
* %
xr

(a) Representacién de L respecto a un (b) Rotacién de r y p bajo el operador R
sistema de coordenadas rotado

Figura 15: Momento angular. Fuente propia

punto coincide con el resultado del siguiente producto matricial

0 ng  —Ng Pz
ﬁL:rT(ﬂG)p=<x Yy Z> —MNg 0 n Dy (41)
Ny  —Ng 0 Y2

Esto mismo se puede escribir en términos de las componentes de n respecto a xyz y de

las matrices G1, Go, G3 generadoras de las rotaciones en SO(3) asi

0 0 0 00 —1 0 10 P
aL=(ay z)|m|o o 1 [+nm|o00 o [+n| 100 Py
0 -1 0 10 0 0 00 P

Supongamos la funcién f(z,y) = 22 + y* y otra funcién definida como F(X,Y) =
X2 +Y? donde las variables estan relacionadas por X = x cosf +vy sinf y Y =y cost) —
x sinf. Las coordenadas (X,Y’) son respectivamente la rotacién en un angulo 6 de (z,y).
Si desarrollamos F' en términos de f encontramos que F(X,Y) = f(z,y) por lo que éstas
funciones son invariantes bajo la transformacion rotacién. La invariancia es coherente
geométricamente ya que f es un paraboloide y los planos paralelos a xy son los que
rotan; las curvas de nivel son circunferencias y la rotacién de una circunferencia respecto
a su centro la deja invariante, luego no hay distincién entre el paraboloide f y F'. También

con este ejemplo vemos que el efecto de F' sobre el par (x, y) es rotarlo un éngulo 6. Si
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consideramos ahora que las rotaciones son infinitesimales, cosd ~ 1 y sinf ~ 6, para

f =etenemos X =x+ey y Y =y—ex [§].

Recordemos que el diferencial total de una funcién real de dos variables es  f(x, y) =

5m —|— 5y, en donde 0 f(x,y) = f(x + dx,y + 0y) — f(z,y) por lo tanto tenemos

flz+ oz, y+dy) = f(z, y)+—f5x+ 6f

507+ 5,00 (4.2)

Ahora con ésta formula haciendo dx = ey y oy = —ex

~ of of
. B _ 2.2 B
flz,y)=flr+ey,y—ex)=a2"+y +_8m€y —ayex

desarrollando las derivadas parciales se demuestra que f(x,y) = f(z,y). Entonces si la
funcién es invariante bajo rotacién infinitesimal, una rotacion finita también es invariante,
aunque esto es cierto sélo si tales transformaciones forman un grupo continuo o grupo de

Lie [20].

Sea la transformacion de rotacion R que depende del parametro 6 que no varia en
el tiempo. Si lo aplicamos sobre el vector r que es el vector posicién instantaneo para una
particula que se mueve arbitariamente y si derivamos con respecto al tiempo £ R(r(t)) y
multiplicamos por la masa m se tiene R(mv(t)) = Rp. El efecto de R sobre r y p es el

que se muestra en la Figura 15b.

El lagrangiano de esta particula sometida a un potencial conservativo es
. 1 ) %) .2
L(r,r) = §m(ac +9°+2%) = V(zr,y,2)

Este lagrangiano no siempre es invariante bajo rotaciones R, solamente es invariante
cuando L es constante en el tiempo y es solo en estos casos cuando podemos relacionar

el momento angular L con una rotacién como se vera a continuacién.

1.9.1. Teorema de Noether

.G

Vamos a hacer una rotacién finita R = e sobre el lagrangiano que podemos

deducir a partir de una rotacién infinitesimal R = I + en.G; luego Rr = (I + en.G)r.
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Aplicando nuevamente (4.2) al lagrangiano transformado

T T
L(r,t) = L(r + en.Gr, T + en.Gr) = L(r,T) + ((Z_E) en.Gr + (%) en. G
T T

siendo .
oL\ _ ( oL o oc )
or or Oy Oz

ya que el producto debe ser un nimero R. Como del lagrangiano deducimos tres ecuacio-

nes por cada grado de libertad de la forma

oL d (0L
oxr  dt \ 0t
donde la funcién a derivar en el tiempo es el momento generalizado p; entonces rees-

cribimos la anterior expresion en términos de p
Z* /: T A T _ .
=L+ p en.Gr + p' en.Gr
reduciéndose evidentemente a

5 d T
L=L+ ea[p (n.G)r]

como n.G es una matriz antisimétrica debe cumplirse necesariamente [p? (0.G)r|T =

—rT(0.G)p y considerando nuevamente (4.1), —r?(n.G)p = —n.L o sea

~ d
o —_— —_— A.
L=L—¢ 7f(n L)

Si £ = £ implica —e4(n.L) = 0; como en general € # 0 debe ser £(A.L) =0 o sea L es
constante en el tiempo. Esto tultimo se puede interpretar como: Asociada a la simetria de
la rotacion se asocia la conservacion del momento angular. Esto es un resultado particular

del Teorema de Noether[§], [9].

Sea el vector r = i+ j sobre el que se aplica la rotacién R respecto al eje z,
R(r, %) = e'27. El desarrollo en serie de Taylor de la exponencial produce la matriz de

rotacién R, -hallada en el capitulo I- como es de esperar, que evaluandola para el angulo
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5 da la matriz que precede al vector r en la siguiente representacion

1 0 10 1 1
Rr)l 1 =] =1 0 0 1 1=1 -1
0 0 01 0 0

En una rotacién pasiva, esta transformaciéon hace que las coordenadas giren 7 rad en
sentido antihorario y en una interpretacién activa el vector rota en sentido horario este

mismo angulo (Ver figura 16). Dado que los dngulos positivos rotan el vector en sentido

7 4 Y
it
K.‘
i
i 1] 5
= /
oﬁ
E i ? X L A £l —
]
Ry ik -t
1
- |
|

Figura 16: Rotacién activa y pasiva en un dngulo recto respectivamente. Fuente propia

horario, para rotaciones activas en sentido antihorario escribimos R (r,Z) = e

T s
2
2

donde se cumple que R™! = R7.

Ahora vamos a construir una funcién que al ser evaluada en un punto del plano
rotado tome el mismo valor que una funcién evaluada en el punto sin rotar, esto es,
dado un vector r = (x,y) sobre el que se ha definido la funcién f(z,y) = 2z + 3y, si
rotamos el vector un dngulo de 5 en sentido antihorario obtenemos R™'(z,y) = (—y, z).
Definamos ahora otra funciéon F(z,y) = —3x + 2y; entonces evaluandola en el vector
rotado F(—y,z) = —3(—y) + 2(z) = 2z + 3y = f(z,y). Vemos que f(r) = F(R"'r). En

la Figura 17. se muestra esta transformacién para r = (1,1) donde R™'r = (—1,1).

Puede comprobar facilmente que F(—1,1) = f(1,1) = 5. Notemos que también
podemos hacer la interpretacion de que F' es la rotacién de la funciéon f, ésta extension
de las rotaciones al espacio de las funciones es importante como veremos a continuacién.
De esta manera vemos que dado un r en el plano podemos encontrarle una funciéon que

tome el mismo valor evaluada en el vector rotado un cierto angulo.
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Figura 17: Invarianza de funciones evaluadas sobre vectores rotados. Tomado del curso grupo
de Lie de Javier Garcia

1.9.2. Los generadores de las rotaciones en el espacio de las funciones

Calcularemos entonces el generador de una rotacién de funciones haciendo una
rotacion infinitesimal; asi para una rotaciéon infinitesimal antihoraria sobre un vector
r hacemos R™'r = (I + ie(n.J))r. Recordando que f(z + dx) = f(z) + %5$; ) =
U+ g—fz'e(ﬁ..])r en donde aplicando la propiedad a” Ab = —b” Aa se obtiene zﬂ =) —
ier” (1.J)22 que extendiendo a una rotacion finita implica ¢ = (I —ifrT(0.J) 2 ). v
en forma exponencial

U = exp [—i@rT(ﬁ.J)%} )

~

Y = exp[—ifr’ (0.J)V]y

como en cuantica el operador momento es definido como p = —iAV, deducimos que

1/; = exp {—i%rT(ﬁjJ)p} P

obtenemos finalmente

5 0.
Y = exp {—zﬁ(n.L)} P

asi éste operador actiia sobre funciones y es a su vez el generador de las rotaciones en R3.
El vector n unitario es la direccién en la que se ha hecho la rotacion [8]. Supongamos que

inicialmente la rotacién se hace entorno al eje x, o sea n = (1,0,0); asi n.L = ir”(J;p)
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que en forma matricial corresponde al producto

00 0 P,
aL=i(ey z)lo0 i || B |=vP-2p
0 i 0 P.

que coincide con la componente L, = yP, — 2P, del generador L [§]. Cumpliéndose la

regla ciclica también para L, y L.. De manera general se cumple
[ri, Pj] = théy;  [ri,r] =0 [B, Bl =0

Con las anteriores reglas de conmutacién se puede probar que las reglas de conmu-

tacion de L en este espacio cumplen
[LZ', L]] = ZhEijLk

Dentro de este formalismo se tiene asi que L es el generador de las rotaciones de las

funciones en R3, pero si lo que rotamos son vectores entonces los generadores de tales

rotaciones son los J que cumplen andlogamente

[Ji, J]] = iﬁéijkjk

El momento angular en mecédnica cuantica como unico concepto tienen tres repre-

sentaciones dependiendo del espacio sobre el que se aplican las rotaciones.

que en general se escribe
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es decir que el operador e =% rota a ¢ alrededor de i un dngulo 6 [8], [0], 2.
1.9.3. El Grupo Especial Unitario SU(N)

La importancia del grupo SU(2) es que caracteriza el spin de las particulas y SU(3)
esta asociada a la cromodindamica cudntica, es decir esta relacionada con la propiedad del
color de las particulas fundamentales [§]. En C? = {x | 1,z € C} el producto escalar se

expresa como

t - b
X.y:l‘y:<;p1 x2>
Yo

Si hacemos el producto escalar de un complejo consigo mismo el resultado es un nimero

real mayor que cero

a+ b
<a—ib c—id) =2+ +E+d* >0
c+id

Como las transformaciones unitarias cumplen con
UlU =1
Aplicando la transformacién unitaria U a x se obtiene x = Ux de tal forma que haciendo
(Uz)'Ux =2'UUz = 2Tz =22
implica
En cuantica esto implica la conservacién de la probabilidad. Las transformaciones unita-

rias que dependen de algin pardmetro real infinitesimal cumplen también U(e) ~ I + €A

asi (I +€A) (I +eA) ~e(A+ AT) =0, o sea
Al=-A

La importancia de que los operadores en cuantica sean hermiticos es que son diagonali-

zables y tiene valores propios reales, ademas sus eigenvectores forman una base ortogonal
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8.

Ahora definamos la matriz A = 2B, donde z ¢ C y B es hermitica (B' = B).
Sacando su conjugada traspuesta y aplicando AT = —A tenemos (zB)! = 2*Bf = —2B,
esto implica que z* = —z, es decir z = ib. Para obtener una expresion lo mas simplificada
posible escogemos b = 1 quedando que A = iB. Esto nos lleva a poder expresar la
transformacion infinitesimal U(e) = I + ieB y de ésta obtener la transformacion finita

U0) = B 8.

La Matriz B es diagonalizable. Sea A1 y Ay sus valores propios de tal forma que

A O
0 X

U(0) = exp |if

Puede facilmente verificar haciendo la expansién que para

a; 0 0 e 0 0
A 0 a 0 A 0 e 0
0 O an 0O O et

Aplicando ésto a la transformacion U tenemos

e’ie)\l 0
U(e) - 0 6i9)\2

Luego el det U() = X +2) donde la suma de los elementos diagonales de B es su
traza. Como esperamos que el operador U transforme como una rotacién debemos exigir

que det U = 1. Asi las matrices que conforman el grupo SU(N) se definen como
SUN)={U|UU =1, det U =1}
o de otra manera

SU(N)={U|U(9) =B B =B, Tr(B) =0}
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Sean a, b, ¢, dlas entradas de B, por su hermiticidad es de esperar que a* = a, b* =
¢, d* = d, es decir que los elementos de la diagonal sean reales y de la antidiagonal sean
complejos conjugados. Reexpresando B bajo estas relaciones en una combinacion lineal

de matrices con las constantes reales ai, as, az se deduce directamente

Estas son las matrices Matrices de Pauli; cada una de estas matrices son respectivamente
Og, 0y, 0, PO €80 tenemos

B = 10, + a0y, + aso,

esta misma expresién puede escribirse por su forma como n - o, asociando las a; como las

componentes de un vector n. De esto concluimos que [§]

U(e) — eiGﬁ-a

Las matrices de Pauli satisfacen
TT(O'l‘O'j) = 2(5”

Para hacer una extension a los generadores de SU(3) que pueden ser escogidos de manera
arbitraria, Murray Gell-Mann propuso utilizar la anterior férmula que lleva su nombre
como criterio para deducir las matrices 3 x3. Una posible representacion de los generadores

de SU(3) son las siguientes matrices

010 0 —i 0 1 0 0 00 1
fi=1]11 0 0 Ba=1 14 0 0 Bs=1| 0 =1 0 Bs=]1 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0 100
00 —i 00 0 00 0 10 0
1
=100 0 =001 =100 —i =—|01 0
ﬁ5 66 ﬁ? 1 68\/5
i 0 0 010 0 i 0 00 —2

Puede probar que efectivamente tales matrices cumplen con la férmula de Gell-Mann [g].
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1.9.4. Spin %

Los sistemas cuanticos se representan en términos de los elementos del espacio de

Hilbert H. De manera general para H de dimensién N, el spin es s = %, asi el spin % es
la representacién del momento angular en C2, que es el espacio de Hilbert de dimensién 2.
Un operador se denomina momento angular si se comporta como un vector bajo rotaciones

y si ademas cumple la siguiente regla de conmutacién
[Ji, J]] = ZFLSUka

donde J tiene tres componentes (J;, J;, Ji) que en el operador eih(B.)

generan las rota-
ciones en el espacio en el que se encuentra (vectores, matrices, funciones). Que el operador
J se comporte como un vector bajo rotaciones significa que cumple las mismas ecuaciones
de transformacién bajo rotaciones de un vector en SO(3); por ejemplo, supongamos que
tenemos la funcién f(z,y) de la que conocemos su derivada parcial respecto a x, pero

resulta que podemos hallar 0, f haciendo el siguiente razonamiento: Sea la funcién f(x,y)

cuya grafica en R? es una superficie, ahora hacemos una rotacién de la funcién en torno

™

a z de 5 rad en sentido horario, esto es aplicamos e‘zits sobre f, -recordemos que el

generador de la rotaciones en el espacio de las funciones es L- ahora si derivamos con
s

respecto a z a la funcién rotada y nuevamente hacemos una rotaciéon 4 rad en sentido

antihorario obtendremos la derivada de la funcién respecto a y, matematicamente esto es
O,f = e '2nl=g elmls f

De otra manera podemos ver que el operador 9, corresponde a la transformacién de 0,

i

0, = e 'zl el

Si multiplicamos ahora por —ih obtenemos

A

P, = e sl P il

pero para desarrollar mas este resultado se va a deducir la férmula de Hadamard ya que

es recurrente en cuantica la expresién e ?ABe %4 = M (6), donde A y B son operadores
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independientes de #. Haciendo una expansién en serie de Taylor para M () en torno a
0 = 0 tenemos

M(8) = M(0) + M (0)6 + %M”(O)GQ ..

calculando las derivadas M (0) = B, M (0) = —Ae 4 Bef + e % Be A = —AM(0) +
M(0)A = —AB + BA = [B, A], de manera sucesiva puede verificar que M (0) =
([B, A], Al y M"(0) = [[[B, A], A], A], luego la férmula de Hadamard es

M(6) = B+ [B, A0+ (1B AL AW + ([[B. 4] AL AP + .

Siendo A = %Lz y B = P,, calculando el conmutador [B, A] se obtiene

i

h

1

[B’A]:[Pani[/z]: A

P, L, =
FL) = [P, L)

[Px,{L‘Py—ny]

aplicando las propiedades de los conmutadores se obtiene %[Pm, L,] = P,. También puede

verificar que [[B, A], A] = [P,, £L.] = —P,, haciendo esto sucesivanente resultard
M(6) = P, + 6, — ~6°P, — ~6°P, + -¢'P
()_ x T+ U] r_g y+z z
Reduciendo

_ 1o, 14 14 15
M(0) = P |1 = 50 + ;0 +..}+Py [9_59 =T

M () = cos 0P, +sinfP,

Aplicando la férmula de Hadamard al operador P; concluimos
e_i%Lszei%Lz = cos 0P, +sin0pF,

Y 0 .
e ZﬁLZPyethZ = —sinfP, + cos0F,
-0 -0
—izL iz L
e 'nrPe'ntr = P,

lo que implica también para el operador V
e’i%Lzﬁxei%Lz = cos 00, + sin 60,
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Y 0 .
e ZhLz(?ye’hLZ = —sin 00, + cos 00,
.9 .9
e il 9,e'nl = 0,

es por esto que los operadores P y V son vectores ya que se transforman como vectores

bajo rotaciones.

En conclusién si el operador A es definido como A = (x,y, z) para probar que éste

es un vector operador debe cumplir en general que

_ _i0 0 :
RAR™' = e "atege’nls = xcosf — ysinf

i2L.

_ie .
e tnlzye = —xsinf + ycosl
-0 -0
el zelnls = 4

El spin S es un momento angular pues cumple con las reglas de conmutacion y se

comporta como un vector bajo rotaciones, asi
[Si, S]] = iheijksk

En C" habrd un vector S = (S,,S,, S.) donde cada una de estas son matrices hermiticas

N x N. El spin se aplica para rotar funciones de spin. El operador de tales rotaciones es

e—i%(ﬁ.S)

En la Figura 18. se muestra la rotacién de una masa alrededor de z, ubicada ini-
cialmente en (1,0,0) para tener luego (0,-1,0); pero podemos rotar respecto al mismo eje
al vector ligado a la particula, cuyas componentes iniciales eran (0,0,1) y luego de la
transformacion queda como (-1,0,0). Esta tltima rotacién es la que se denomina spin o

momento angular intrinseco SU(2) esta relacionado con el spin % y se define como
SU2) ={U | U = ™7}

donde S; = gaz-
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Figura 18: Rotacién de spin. Tomado del curso de grupo de Lie de Javier Garcia

1.9.5. Demostraciéon de la regla de conmutacién para el Momento Angular

Consideremos la ordenacion ciclica 7, j, k

[LiaLj] = [ijk - Tkpjﬂ’kpi - Tipk]

= [r; Py — ri P, riyBi] — [ Py — 1 Py, 1 Py
= —[re Py, rj Py — mp P + [ri By, Py, — 11 P
= —{lreFi, i Pe) = [rils re By} + {{ri Py, 75 Pe] — [ri P, mi Py}
= —{[rils rj) P + rj[re By, ]} + {{ru s, me) Py + il By, Pyl
{riP, rj) Py + 1j[ri Pe, Pe]} = {{ri P, ] Py + e[ P, Py]}

aplicando nuevamente la propiedad vamos a obtener conmutadores de la forma [r;, r;] = 0

y [P, P;] = 0 por lo que haciendo la eliminacién de estos de manera directa quedan

= —{re[Pi, 7] P + 1[0, Po) P} + {re[ P, 7] Py + i1, Pl Pi}+

{Ti[Pk,Tj]Pk + ’/’j[T’i,Pk]Pk} — {Ti[Pk,Tk]Pj + Tk[T’i, PJ]Pk}

como [r;, p;] = ihd;; entonces también se anulan todos los conmutadores cuyo ¢ = j asi

que obtenemos

[Li, Lj| = —rj[r, PPy — 15[ Py, | Py = —7;(ih) Py — ri(—ih) P
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Figura 19: Circulo Unitario. Fuente propia
Veamos ahora que esto implica el resultado [L;, L;| = —[L;, L;] = —ihL,. Ahora si i = j

es evidente que r; P; — r; P; = 0 Reduciendo estas posibilidades en una notaciéon queda

[Li7 LJ] = ihgijkLz

1.10. Deduccién de las Funciones Hiperbdlicas a partir de la

Hiperbdlica Equilatera

Las funciones hiperbdlicas se deducen de manera analoga sobre la hiperbdla equilate-
ra 2 — 4% = 1 como las funciones trigonometricas sobre el circulo unitario 2% + y? = 1.
El pardmetro de las funciones trigonométricas es un angulo (Ver Figura 19.). Recor-

demos ahora que un diferencial de area de un circulo es dA = rdrdf luego el drea es

A= fOR f09 rdrdd; resolviendo la integral doble
1
A=-R%
2

para el circulo unitario tenemos A = %9 luego es usual definir también el parametro
como el doble del area del sector circular. Esta interpretaciéon va a ser analoga al caso

hiperbdlico.

Observe la Figura 20. El area de la regién sombreada equivale al area del tridngulo

POX menos la integral bajo la curva de la funcién y = /22 — 1, llamemos a esta area
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Figura 20: Hipérbola equilatera. Fuente propia

Aj que viene expresada matematicamente como

1 x
A = §xy—/ Va2 — ldx
1

1 x
Ay = §x\/x2 -1- / Va2 — 1ldx
1

para simplificar resolvamos la integral indefinida haciendo un cambio de la variable de

integracion; sea x = sec (3, entonces dx = sec S tan 8 df
/\/a:2 —1ldr = / V/sec? B — 1(sec S tan ) df

/tan2ﬁsecﬁ dp = /(sec3 p —sec ) dp

resolvamos de forma separada cada una de éstas integrales, sea

_ (secB+tan ) . [ (sec® B + sec 3 tan j3)
/Secﬁdﬂ_/Secﬁ(secﬁ—l—tanﬁ)dﬁ_/ (sec 4 tan f3) ap

y haciendo la sustitucion u = sec 8 + tan 8 vemos que tenemos una integral de la forma

[ % = Inju| + C, por lo tanto
/secﬁ = In|secf + tan | + C

Ahora resolviendo la otra integral por partes, u = secf,du = secftanf df y dv =
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sec? B df,v = tan 3

/sec?’ﬁzsecﬂtanﬁ—/secﬂtan2ﬁdﬁ

volviendo a aplicar algunas identidades trigonométricas

/xsecgﬂ:secﬁtanﬂ—/secgﬂdﬂ+/secﬁdﬁ

1

asi que despejando
3 1
sec’ 3 = 5 [sec Stan 5 + In|sec 8 + tan || + C
de manera que
1
/\/x2 —1lde= 5 [sec Btan 8 — In|sec 5 + tan ] + C

volviendo a la integral definida en las coordenadas originales

/\/ﬁdx:%[xm—ln|x+\/m|]

x
1
Por lo que el area de la regién sombreada es

1 1
Ap = §m\/x2 —1- 5 [m\/xQ —1—In|lx+ Va2 — 1|}

de aqui deducimos

1
A, = §[n|a:—|— Va? —1]

asi que 24, = In|z + Va2 — 1|. Si queremos relacionar directamente la variable x con

el drea podemos expresar e?4» = x4+ /22 — 1 y para A; negativo tendriamos e~ 24r =

1 . 1 ZAh _2Ah — 2 1
v sumando las exponenciales encontramos e='» 4+ e T+ Vet -1+ —0= T
multiplicando el numerador y el denominador por z — v/22 — 1 deducimos que e*4r +

e~24n = 2z por lo tanto
240 | o2

2

xr =

es decir la abscisa queda definida como una funcion del area tal como se define x = cos 6 en
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la trigonometria circular (teniendo en cuenta que la segunda interpretacion estd referida

irea). Para la ordenada t 24n = 1+y? y e = ——; haciend

a un area). Para la ordenada tenemos e Y+ +y“y e ; haclendo
y+4/ 142

lo mismo que para x tenemos a la ordenada como una nueva funcién del area de la forma

245 _ p—24p

_6
y= 2

redefinimos el parametro y éstas nuevas funciones como

e’ +ev ) ev —ev
coshw = — ; sinhw = ————
cuyos nombres mantienen la analogia con las funciones trigonométricas circulares. El

parametro de las funciones hiperbdlicas se definen entonces como el doble del area de la

region AOP de la Figura 20.

Como la ecuacién canénica de la hipérbola equildtera es 22 — y? = 1 se deduce

sinh 6

directamente la identidad cosh? 6 — sinh?# = 1 siendo tanh 6§ = o

1.11. La Ecuacién de Onda no es Covariante ante las Transfor-
maciones de Galileo

Para realizar este calculo vamos a expresar la ecuacién de onda tridimensional sélo para

E
1 0°E

2
p_ -2~
v c? Ot?

=0
Las ecuaciones de transformacién galileana entre dos marcos inerciales son

’ ’ /

¥ =z —ot ; yl:y oz =z 5 t =t

Aplicando la regla de la cadena obtenemos

08 _opor 0B0j 0BO: 0Bl
or 0 0x Oy Ox 07 0r Ot Ox

de las mismas ecuaciones de transformacion queda

o8 _om
or  0x'
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analogamente se hace lo mismo para

op_or  op_or
dy oy ' 9z 07

Por otro lado la derivada total de E con respecto al tiempo es

dE_Opdd opdy  opd:  obd
dt 0z dt oy dt 0 dt ot dt

reduciéndose que
or  0b n oF
ot~ ox " or
volviendo a hacer las derivadas se encuentra que
PE 0 ok n oF
—_—= — | U — R
ot ot oxr' ot
Aplicando la derivada de un producto y la regla de la cadena puede comprobar que el
resultado es
O’F ,0*E O’FE O’FE

- = — — -
g2~ Vaar  orar T arz

luego sustituyendo

PE OPE | OE 1 [L0°E , °E | PE]_
ox?  Oy? 022 2| 022 otor  ot?|

queda

82E+62E+82E_i02_E+i 0*E B ,O*F _0
0x'2  oy'? 022 2ot?2 A2 Yoror U 02| T

z , / ., .
Segun éste resultado en las coordenadas de S' la ecuacion de onda cambia su forma por un

’ . . / . . . o .
término que se suma, sin embargo S y S son equivalentes y debe cumplirse el Principio

de Relatividad.

1.12. Principio de Relatividad, Homogeneidad del Espacio y el

Tiempo, Isotropia del Espacio

A continuacién se cita textualmente del articulo de Levy-Léblond [I4] las definiciones de

los supuestos de la TER sin luz,
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Principio de Relatividad:“I will take as a starting point the statement
of the principle of relativity in a very general form: there exist an infinite
continuos class of reference frames in space-time which are physically equiva-
lent. In other words, the laws of physics take on the same form when referred
to any one of these frames, and no physical effects can distinguish between
them. This does not mean, of course, that physical quantities have the sa-
me value in every such reference frame: only the relations between them are
invariant. The abstract principle of relativity thus a priori is open to many
realizations as concrete theories of the relativity. A theory of relativity tell
us how to relate two expressions of the same physical quantity as referred to
two of these equivalent frames; such a theory may then be expressed exactly
by the “transformation formulas” connecting different equivalent frames. A
theory of relativity then restricts the possible forms of the physical laws which
relate various physical quantities in one chosen frame; it requires the same re-
lationship to hold in a different frame through the use of the transformation
formulas. Because of well-known physical considerations, I find it convenient
to call “inertial frames” and “inertial transformation” the equivalent reference
frames corresponds to the validity of the principle of inertia, namely, that a
physical object has no absolute state motion-or rest; for instance, a free body
(with no “forces” acting on it) is characterized by an “inertial motion” which
is not entirely determined, since it depends on “inertial conditions”-that is

also to say, on the reference frame considered.” [14] (pp.271-272)”

Homogeneidad del Espacio y del Tiempo: “We assume first the space-
time is homogeneous, in that it has “everywhere and everytime” the same
properties. More precisely, the transformation properties of a spatiotemporal
interval (Az, At) depend only on that interval and not on the location of its
end points (in the considered reference frame). In other words, the transformed
interval (Axz’, At') obtained through an inertial transformation is independent

of these end points(...).” [14](pp.272-273)

La homogeneidad del espacio no significa que el intervalo espacial de S y el de S* deban

coincidir sino que Az y Az’ son independientes de la localizacién de los puntos en el
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espacio. Con el tiempo cada observador en cualquier marco puede sincronizar su reloj de
forma arbitraria, lo importante es el intervalo medido, por ejemplo 1s en S no es igual
a ls en S, pero el segundo de cualquiera de estos marcos va a transcurrir uniformemente

siempre y cuando se mantengan en movimiento rectilineo uniforme.

Isotropia del Espacio: “We assume that space is nondirectional, so that
both orientations of the space axis are physically equivalent. Suppose that
(z,t) and (2',t) are two sets of coodinates of a given event related by an
inertial transformation with parameter v. If the direction of space axis is
arbitrary, (—,t) and (—2’,t) qualify as well for equivalent coordinates of
the same event, and must also be related by an inertial transformation of the

general form but depend on some parameter u, unknown for the time being

(...).” [T (p.273)

1.13. Grupo de Poincaré

Las leyes de la fisica no dependen si los marcos estan trasladados, rotados o si hay

movimiento relativo; el caso general entonces debe incluir
= Movimiento relativo en todos los ejes espaciales
= Rotacion de los ejes
= Traslacion del origen de todas las coordenadas espaciales y temporales

El grupo que describe las transformaciones més generales de la TER es el Grupo de Poin-
caré. Tenemos aqui en total diez parametros: tres traslaciones espaciales, una traslacion
temporal, tres angulos de euler, tres velocidades relativas a cada eje. El grupo de Poincaré
es el grupo mas general de transformaciones lineales en el espacio-tiempo y tiene unos

subgrupos asociados. Los boosts son un caso particular de un grupo maés general [22].

La relatividad especial se geometriza en el plano de Minkowski que es un espacio
plano 4-dimensional. El grupo de Poincaré incluye el movimiento mas general que involu-
cra rotaciones, traslaciones y los boost de Lorentz. Las transformaciones de Lorentz dejan
invariante la métrica en el sentido de que A" g\ = g, donde A es una transformacién

que incluye una rotacién y un boost, pero considerando las traslaciones obtenemos la
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forma [22]
€ = /\x +a
1.13.1. Demostracion de que las Transformaciones de Lorentz forman un
grupo

Se puede representar como (A, 0) y cumplen las propiedades de grupo
(Al, 0) o (AQ, 0) = (A1A2, 0)

(A1,0) 0 ((A2,0) 0 (A3,0)) = (A1,0) 0 ((A2,0)) 0 (A3,0)
(A1,0) = (1,0)
(A170)_1 = (A_170)

/ / d . ’. .
entonces A : ¥ — ¥, osea r = Axz. Estas transformaciones son vélidas siempre y cuando
coincidan sus origenes para t = 0. A tiene seis pardmetros que son los tres angulos de

euler y tres posibles velocidades relativas; luego A = A(v, 0).

Una transformacién es de Lorentz si deja invariante el producto interno minkows-
kiano. Asi el grupo de Lorentz es el conjunto de todas las transformaciones que dejan
invariante el intervalo espacio-temporal. Las transformaciones generales tienen la forma

A\ = et donde L es una matriz 4 x 4, asi L = —a.G — 0.k, por lo tanto queda
A= e—a‘G—o.k

los parametros «a estan asociados a la rotacion de los ejes, los o estan asociados al movi-

miento de los ejes. G y K son los generadores de rotacién y movimiento respectivamente

[22].
1.13.2. Traslaciones en R*

Las traslaciones se pueden representar como (1,a) donde a € R, las traslaciones
en R* forman un subgrupo del grupo de Poincaré llamado grupo de traslaciones donde

a*, n = 0,1,2,3 representa la traslacién del origen por cada dimension, aqui no hay
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rotaciones ni movimientos relativos. Cumple la ley de composicién de Poincaré
p my _ B p
(17 CL1> 0 (17 (12) - (17 ay + a’2)
cumplen la asociativa

(1,ay) o ((1,a3) o (1,a5)) = ((1,a7) o (1,a3)) o (1, a3)
asi como la existencia del elemento neutro existencia y del elemento inverso
(1,0) 0 (1,a) = (1,a) ; (1,a")"* = (1,—a")
bajo tales transformaciones, un cuadrivector toma la forma [22]

!
zt = 12" 4+ a"

Esta transformacion general se indica en notacién tensorial como
!
xt=ANa" +a”

donde p, v = 0,1,2,3 siendo A# la matriz de transformacion de Lorentz general.

La representacién de este grupo de transformaciones es (A, a) cuya ley de multi-
plicacion (A, a1)(A, az2) = (AA, a; + Aay) con elemento neutro compuesto (A, a) = (I,0)
y con elemento inverso (A,a)™' = (A~ —A~'a). El hecho de que el grupo de Poincaré
tenga un elemento neutro compuesto, implica que hay dos subgrupos que lo generan, esto
puede ser expresado como p = T'® L donde T es el grupo de traslaciones del espacio-
tiempo y L es el grupo de las transformaciones de Lorentz, por esta relacién es que se

tiene un elemento neutro compuesto [22].
1.13.3. Desarrollo tradicional de la formalizacién de la Relatividad Especial

Las transformaciones de Lorentz son las correspondientes transformaciones de coor-
denadas entre dos sistemas coordenados que incluye rotaciones y/o movimiento de un

marco de referencia respecto a otro con velocidad constante v (Ver Figura 21a). Sea S’ el
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(a) Grupo de Lorentz. Conformado (b) Movimiento relativo entre dos marcos de re-
por Boost y Rotaciones ferencia inerciales.

Figura 21: Grupo de Lorentz. Fuente propia

marco de referencia que se mueve con velocidad constante v con respecto a S a lo largo
del eje x como se muestra en la Figura 21b. donde las coordenadas x y t medidas en cada

marco inercial vienen relacionadas por

t— Sx r— vt
/ 0] /
t:—c N Tr =

V1-% V1-%

para simplicar estas expresiones definimos 3 = 7 y el factor de Lorentz v definido como
—1
2 . .
v=14/1—1% .Enelespacio tiempo representaremos la coordenada temporal por 20 =ct
y las demés coordenadas espaciales por ' = z, 22 = y, 2® = 2. Asf las coordenadas

quedan relacionadas por las siguientes ecuaciones de transformacion

Como el movimiento es sélo en direccién !, llamaremos a estas transformaciones un
boost o una transformacién de Lorentz. En este caso tenemos un z!' — boost; si el sistema

se mueve en general en direccién n tenemos un =" — boost [§].

Los boosts de Lorentz son solo desplazamientos respecto a un eje coordenado. Estas
transformaciones no involucran rotaciones. Una caracteristica importante de estas trans-
formaciones es que la coordenada temporal depende de la coordenada espacial y dado
que no son independientes no es posible representarlo en un plano euclideo, luego la re-
presentacion geométrica se hace en un pseudo-espacio euclideo llamado el espacio-tiempo

de Minkowski. En tal espacio se ubican los eventos mediante los cuadrivetores posicion.
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La métrica viene dada por g y el espacio de Minkowski es de curvatura nula [22], [18§].

De manera general el movimiento relativo en un n — boost se muestra en la Figura
22. donde la direccién n en coordenadas esféricas es n = (sinfcosg, sinfsing, cosh).

Esta transformacién de un boost en general viene dada por

X

. ! . . A .
Figura 22: S se mueve en la direccion n con v constante respecto a S. Fuente propia

/\ = exp[—w(ni K1 + naKa + nz K)]

donde los n; son las componentes del vector unitario que indica la direcciéon de mo-
vimiento. Las reglas de conmutacién en el grupo de Lorentz son [G;,G;] = &;;;xGk
(K, K9] = —£;3Gy [Gi, KI] = e, K* para i, j, k = 1,2,3. Estas reglas pueden ser
verificadas facilmente calculando cada conmutador con los generadores hallados anterior-
mente. Note que segin la segunda regla una rotacién puede ser obtenida por dos boost.
Los generadores (K, K?, K3, Gy, Gy, G3) forman un &lgebra cerrada []. Matricial-

mente un z' — boost queda determinada como

v =B 00
— 00
/\:ew{l): 8y
0 0 10
0 0 01

1.13.4. Diagramas de Minkowski

Son representaciones geométricas bidimensionales del espacio-tiempo sobre los que

se puede mostrar las consecuencias de la TER y los invariantes bajo las transformaciones
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(a) Representacién de MRU en el espacio-tiempo (b) Transformacién de Lorentz entre dos marcos
inerciales S'y S

Figura 23: Diagrama de Minkowski. Fuente propia

de Lorentz. En estos diagramas para tratar todas las componentes como medidas de
longitud, se multiplica la variable temporal por la velocidad de la luz, quedando 2° =
ct. Las lineas rectas verticales estan asociadas a cuerpos en reposo, y las oblicuas a
movimientos con velocidad constante (Ver Figura 23a.). Sea ahora S' el marco que se
mueve con velocidad constante respecto a S, esto se ve representado en el diagrama con
la oblicuidad de los ejes 2'° y 2'!. Las rectas paralelas a los ejes 2° y z! se refieren a los
eventos que son simultédneos para el observador en S, por ejemplo A y C (Ver Figura 23b.)
y las paralelas a los ejes % y 2! son los eventos simultdneos respecto a S, por ejemplo

Ay B; de aqui es evidente la relatividad de la simultaneidad. (Ver también Figura 24.)

Sea M el espacio vectorial de Minkowski tal que
M = {x = (2°, 2", 2% 2°) | X es un cuadrivector}

M tiene estructura de espacio vectorial dotado de las propiedades: V x, y e M y A e R
a.x+y=(z"+9° 2" +y 2% + 9% 2* +9°) o también (z + y)* = 2" + y*
b . Ax = (Az% Azt A\z?, Az?) o también (A\x)* = Ax#

El producto interior entre los cuadrivectores es definido como

1.1 2 2
<x,y >= 2% —zly' — 2%y — 2%y =ty
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Figura 24: Relatividad de la Simultaneidad. El evento O y C son simultaneos para S pero no
para S'. A ocurre después de O para ambos marcos inerciales. B ocurre después que O para S
pero antes que O para S . Tomado del curso de Relatividad de Javier Garcia

siendo 7,,, el tensor métrico en el espacio de Minkowski. El producto interior de Minkowski
cumple

a . <X,y >=<Yy,x > propiedad simétrica

b.<x,y+z>=<x,y>+4 <x,z> propiedad de linealidad

c . <X,y >= <X,y > propiedad de homogeneidad

Se define la norma de un cuadrivector como

1€]1* =< &€ >= nu'e”

desarrollando la notacién tensorial se tiene |[£[|* = (€)% — (€1)? — (€2)? — (€)% Depen-

diendo de los valores de las componentes es posible obtener:
a . Si|[¢]]* >0, es un cuadrivector como de tiempo, denotado (£,)
b . Si|[¢]]> =0, esun cuadrivector como de luz, denotado (&)
c . Si|l€]|? <0, es un cuadrivector como de espacio, denotado (£_)

Asi que el espacio de Minkowski esta dividido en tres tipos de cuadrivectores: {&,, &, &}

Esas regiones estan divididas por los conos de luz (Ver Figura 25.).
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(a) Cono de luz de un evento que ocurre en el origen (b) Representacién de los cuadrivectores &4, &o,
del diagrama ¢_ y las lineas de universo

Figura 25: Conos de Luz y lineas de universo. Fuente propia

1.13.5. Identidades de la norma de los cuadrivectores

V x, y € M se cumple
a |lx £yl = |[x[[* + [lyl]* £ 2xy
b [[x + ylPllx = ylI* = 2(/x[]* + [Iyl[*)
¢ [l(x+y)x =yl = x> =yl

1.13.6. Estructura Causal

Se define como linea del universo a aquellas lineas que representan el movimiento
de un evento en el espacio-tiempo (Ver Figura 25b.). Definamos en la linea de universo
un evento en cierto instante cuyo cuadrivector es & = (ct, x'(t), z%(t), 23(t)), derivando
respecto al tiempo obtenemos el cuadrivector € = (¢, &'(t), #(t), 3(t)) que serd tangente
alalinea de universo. Como el médulo de la velocidad clésica es ||v||* = 2! (¢)+22(t)+23(t)
tenemos que H§H2 = 2 — 0% Si € es como de tiempo tenemos que ¢ > v, es decir que
los cuadrivectores estan por dentro del cono de luz. Si el cuadrivector es como de luz,
tenemos que ¢ = v y esta sobre la superficie del cono. Si es como de espacio ¢ < v, lo que

hace que el cudrivector este por fuera del cono. (Ver Figura 25b.).

Sean dos eventos en el espacio-tiempo cuyos cuadrivectores son P, y P,, entonces
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ASp, p, es el intervalo espacio temporal entre ambos. Si [|AS||?> > 0 entonces v < ¢, por
lo que los eventos estan conectados causalmente, es decir que P, esta dentro del cono de
luz de Py. Si |JAS||> = 0 entonces v = ¢, por lo que también hay una relacién causal,
luego P, estd sobre el cono de luz. Si [|AS]|? < 0 entonces v > ¢, por lo que es imposible

que los eventos estén conectados causalmente, por lo tanto P, esta por fuera del cono de

luz.
Un intervalo espacio-temporal infinitesimal viene dado por
dS? = (da")? — (da")? — (dz*)* — (dz?)?
4S* = 1, (de*) (d2”)
asi que

S = /ql’ \/nﬂy(dx”)g(dx”)

podemos cambiar la signatura haciendo
dS? = —(dx°)? + (da")? + (dz®)? + (dx®)?

0

como x° = ct si hacemos 130

= ict tenemos
dS? = (dz")? + (dz")? + (dz®)* + (dx*)?

de esta manera el espacio de Minkowski es representable en el espacio euclidiano.

Sea 7 = cosh ¢ y 78 = sinh ¢; 8 = tanh ¢ = 7 ademas se tiene que isinh ¢ = sin g,

cosh ¢ = cosig, tanh ¢ = tani¢. Retomando las transformaciones z'© = y2° — y8z' y

7 . . .
xt = —”yﬁxo + B!, hacemos las respectivas sustituciones

20 = 2% cos ip — x'sini¢ ; 2t = —2%sin i+ x' cosig

1.13.7. Algebra de Lie asociada a los generadores en el grupo de Poincaré

Cualquier movimiento en el espacio-tiempo es dada por los siguientes generadores: K

los generadores en el espacio-tiempo, P los generadores de traslacion y J los generadores
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de rotacién espacial. Siendo ¢ la métrica minkowskiana y €;;, el tensor de Levi-Civita,

puede demostrar facilmente las siguientes reglas de conmutacion asociadas al grupo de

Poincaré
[P, Pjl=0 ; [P,P]=0 ; [Gi P =cimnPs
[Pi7PO] =0 ; [Kiupk] ITh'nPo ; [Kz’7P0] =—-F
[Gi,Gj] = 51’]’ka ) [Gi, Kj] = 5iijk ; [Ki, Kj] = 5iijk
7).

1.14. Otras Formas de Interpretacion

Un breve repaso histérico sobre como se ha venido concibiendo la naturaleza de la luz

sera 1til para poder comprender todos los resultados hallados hasta el momento.

Desde que T. Young “demostrd” la naturaleza ondulatoria de la Luz en 1801, en
analogia con las ondas mecanicas, los fisicos propusieron que la luz debia propagarse a
través de un medio llamado el éter. Bajo esas consideraciones se llevaron a cabo varios
experimentos como el de Michelson y Morley, el de Trouton y Noble, el experimento de
Arago, entre otros; para detectar el movimiento de la Tierra con respecto al éter. Se
pensaba que el movimiento de la Tierra produciria un “viento de éter” y en consecuencia
esto generaria cambios en la velocidad de la luz que esperaban detectar por medios 6pticos
o electromagnéticos [19]. Este andlisis se puede comprender en analogia a la fisica que
describe el movimiento de un cuerpo inmerso en un fluido. Sin embargo, ninguno de los
experimentos pudieron detectar tal variacién! Fresnel introdujo el arrastre parcial del éter
para explicar los resultados negativos de los experimentos, conservando la idea del éter;
tuvo gran éxito en sus resultados por lo que parecia que él habia resuelto el problema. No
fue sino hasta que A. Einstein considerara la idea del éter como futil y bajo unos echos
puramente experimentales, como se ve en las primeras paginas de su articulo, dedujo que

la invarianza de la velocidad de la luz debe ser un postulado.

. Es trivial para el lector que la velocidad de la luz sea invariante en el vacio para
cualquier marco inercial? si su respuesta es un si, debe considerar que las ondas elec-
tromagneticas no necesitan de un medio para su propagacion -desde que Einstein desechd

la idea del éter- y que por lo tanto no es una onda mecénica, cuya velocidad de propaga-
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cién si depende sélo del medio y no de la fuente [I], luego ain sigue siendo inadmisible
esa invariancia. Acorde a la teoria electromagnética de Maxwell, la luz es el resultado de
la oscilacién arménica de un campo eléctrico y magnético, en la que usted entiende el
concepto “campo” como una perturbacién del espacio. Aunque pretendamos que enten-
demos bien esto, veamos el importante resultado de Maxwell, en el que la velocidad de la
luz depende de dos constantes, la permitividad eléctrica ¢, y la permeabilidad magnética

1o del espacio vacio, matematicamente relacionados como

1
v/ €olto

CcC =

Pero si entendemos el vacio como el mismo espacio sin nada, ;Cémo algo que no es
nada tiene cualidades fisicas? ya que la teoria de Maxwell esta asociando intrinsecamente
unas propiedades fisicas al espacio, en especifico que sea susceptible a la electricidad y al
magnetismo. Y mas aun, si pensamos en la teoria general de la Relatividad, el espacio
también es susceptible de deformarse por la presencia de masa, es decir que el espacio no
es un concepto a priori para organizar y entender nuestro mundo, como lo suponia Kant,

sino que desde este punto de vista el espacio tiene una realidad fisica.

Aunado a ello, podemos cuestionar bajo qué perspectiva Einstein pensaba en la
propagacion de la luz, ya que publicé unos meses antes de que apareciera la TER el
articulo Concerning an heuristic point of view toward the emission and transformation
of light; en el que se pierde la concepcion ondulatoria clasica de la luz, pues acepta su
dualidad onda-particula y da sentido a la hipétesis de Planck F = hv explicando el efecto

fotoeléctrico.

Ahora hagamos el siguiente razonamiento, desde el enfoque clasico la luz se propaga
perpendicularmente a la oscilacion de E' 'y B, luego tenemos que las ondas electromagnéti-
cas son ondas armoénicas. Con esta caracteristica se cumple

c
A=l =—
tomando F como referencia, este campo oscila arménicamente (Ver Figura 26). Teniendo

en cuenta que la dilatacion del tiempo y la contraccion de la longitud son consecuencias

de la TER cuando se observan movimientos paralelos a la direccién de movimiento del
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marco de referencial, es decir que movimientos perpendiculares a S y S los efectos de
la relatividad son nulos y verfamos que ambos coincidirfan en sus mediciones. Quizas
por ello, como lo imaginé Einstein, ir detras de un rayo de luz no puede hacer variar su

velocidad.

Figura 26: Oscilacion Armoénica del campo eléctrico. Fuente propia

Con lo dicho anteriormente, tenemos que F oscila armdénicamente con periodo T,
y dado que la frecuencia de oscilacion esta relacionada con la velocidad de propagacion
de la onda por la ecuacién ¢ = Af. Pensemos ahora en un oscilador armoénico que solo
emite o absorbe ciertos paquetes de energia E = hv; se obtiene ¢ = )\%; y si asociamos el
resultado de la TER para la luz en la que su velocidad vendria dada por ¢ = %, tenemos

que sustituyendo llegamos a
_h
P=X
que es la hipdtesis de Broglie. Es decir que de una interptretacion clésica, mas una

relativista, mas una cuantica se deduce el comportamiento dual de luz.

Estos problemas no se hacen evidentes en los textos, pero cuando reflexionamos en
torno a la fenomenologia de la TER aparecen muchas preguntas, contradicciones,etc. La
relatividad no comenzé y terminé en 1905 sino que es necesario seguir pensando en ella

porque es base de teorias fisicas contemporaneas.
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