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RESUMEN ANALITICO

Programa Académico: Licenciatura en Matematicas con énfasis en computacion.

Titulo del Trabajo: Software para abordar el tema factorizacién en grado octavo de la
Educacién Basica Secundaria

Autores: Johana Yessica Sanabria Cédigo: 1999140042
José Fernando Cortés Caicedo Codigo: 2000140015

Palabras Claves: Disefio, Implementaciéon, Mediador, Tecnologia, Procedimiento, Algoritmo,
Polinomios Primos, Factores, Expresion Algebraica, Términos, factorizacion.

Descripcion: Este trabajo es una propuesta para abordar el tema factorizaciéon de grado
octavo de la Educacion Basica Secundaria, se encuentra formado por dos partes una escrita y
un software educativo, la primera esta compuesta por una revision tedrica desde la matematica,
el analisis de varias propuestas de ensefianza, la intervencion del computador como mediador
en el proceso de ensefianza - aprendizaje y algunos aspectos del aprendizaje del éalgebra
relacionados con el pensamiento variacional y los procedimientos; La segunda parte es un
software que contiene una propuesta para abordar la factorizacion teniendo en cuenta los
aspectos mencionados en la primera parte.

Fuentes: Memortias del Seminario Nacional de Formacién de Docente: Uso de Nuevas
Tecnologias en el Aula de Matematicas, MEN; Lineamientos Curriculares de Matematicas,
MEN; Educacién en Tecnologfa, Editorial Magisterio; Aspectos Teéricos del Algebra
Educativa, Teresa Rojano, Editorial Grupo Iberoamericano; Rutas Hacia el Algebra, Jhon
Mason traducido por Cecilia Agudelo; Teoria de los Polinomios, Frank Ayres; Historia de las
Ideas Algebraicas, Luis Puig; Evolucién y Tecnologia, Luis Moreno; Educacion Matematica y
Tecnologia en el nuevo siglo, Teresa Rojano y Luis Moreno; Las Computadoras en la Nueva
Vision Educativa, Rafael Campo.

Procedimiento Metodolégico: Para el disefio e implementaciéon del software se llevaron a
cabo varias fases, en la primera se realizé una consulta de las propuestas que se han venido
implementando en diferentes procesos educativos para la factorizacién, la segunda fase
consistié en hacer una revision tedrica sobre el proceso ensefianza — aprendizaje del algebra, de
los conceptos que intervienen en la factorizacién y de la influencia que tiene el uso del
computador como mediador en el proceso de aprendizaje, estas fases tienen como objetivo
contribuir de forma didactica y pedagdgica en el disefio del software. Para la tercera fase se
realiz6 el disefio e implementacion de las actividades que conforman el software “Aprendamos a
Factorizar” que tiene como objetivo el aprendizaje de la factorizacién.



INTRODUCCION

Este trabajo es una propuesta de enseflanza para abordar el tema factorizaciéon en
grado octavo, para la que se disefi6 e implemento en un ambiente computacional un software
educativo titulado Aprendamos a Factorizar, el cual esta fundamentando en varios aspectos
tedricos que se encuentran descritos en el presente documento, entre estos la revision de
diferentes propuestas de ensefianza de la factorizacion, posteriormente se realizé un contraste
con variados procedimientos matematicos, dando paso al analisis del contenido matematico
donde se pretende realizar un propuesta para descomponer polinomios relacionada con la

descomposiciéon prima de nimeros realizada en la aritmética.

Posteriormente se realiz6 una revision de varias propuestas de enseflanza para la
factorizacion, es un aspecto destacable que existen varias propuestas para el algebra empleando
medios tecnologicos para otros temas como ecuaciones y funciones pero no una especifica
para la factorizaciéon por ello se revisaron textos escolares analizando las propuestas de
enseflanza , destacando unos aspectos favorables y unas posibles dificultades que se puedan
presentar en el proceso de aprendizaje, otro aspecto fue una revisiéon tedrica de algunos
parametros tenidos en cuenta para la ensefianza de procedimientos en el algebra y para el
desarrollo del pensamiento variacional que sirvieran como base en la propuesta planteada en el
software, teniendo en cuenta que éste es un mediador entre el estudiante y el conocimiento,
aspecto que fue estudiado en el capitulo 4 del presente documento, donde se analizé la

importancia que tienen los medios tecnoldgicos en la educacion.

Finalmente tomando como referente los aspectos mencionados se realizé el disefio de
la propuesta y las actividades que conforman el software Aprendamos a Factorizar, que se
encuentran en el CD ROM que acompafia este trabajo escrito. Esta es una propuesta disefiada
para estudiantes y profesores que pretendan desarrollar una clase diferente con una propuesta
alternativa para aprender a factorizar una expresion algebraica, al finalizar el documento se

encuentran como anexos el software y los manuales tanto del usuario como del profesor.



JUSTIFICACION

En el desarrollo de la actividad educativa ha sido de gran preocupacion la generacion
de acciones que contribuyan al desarrollo de los procesos de aprendizaje que viven los
estudiantes; por esto, es importante crear mecanismos y herramientas que ayuden a superar las
deficiencias que se presentan tomando como referencia, entre otras, las investigaciones y
avances tecnologicos que en el mundo se realizan por distintos maestros y profesionales; una
de las deficiencias se encuentra en el area de matematicas cuando se trabaja la factorizacion,
que generalmente se aborda sin realizar conexiones con otros procedimientos generando asi
una dificultad, convirtiéndose en un obsticulo para el aprendizaje de procedimientos

algebraicos en un futuro cercano.

Es importante tomar como un punto de partida, uno de los objetivos que plantea la
Ley General de Educaciéon en Colombia (Ley 115 de 1994); que en el area de matematicas
busca el desarrollo, en el estudiante, de la capacidad para dominar los sistemas numéricos,
geométricos, métricos, logicos y analiticos sus operaciones y relaciones, con el fin de que
interprete y solucione problemas tanto en la matematica propia como en la vida diaria. La
naturaleza propia de la matematica se define en los estandares curriculares (MEN, 1998) como
una manera de pensar, un medio de comunicacién que nos permite descubrir, analizar,
describir y predecir las situaciones que encontramos en el mundo; por estas razones es
importante que el estudiante experimente e interactie con su entorno fisico y social de tal

forma que pueda abstraer las ideas matematicas.

Una de las formas en que los estudiantes abstraen ideas matematicas y las usan para
resolver distintas situaciones, es desarrollando el pensamiento variacional que, segun los
estandares curriculares de matematicas (MEN,1998), lo describen como una habilidad en la
interpretaciéon y resolucién de un problema; para el caso especifico de la factorizacion se
pretende que el estudiante “Desarrolle técnicas para factorizar polinoniios, en particular, la diferencia de

dos cuadrados, la suma y diferencia de potencias impares, los trinomios cuadrados perfectos y otros trinomios



factorizables'”, para ésto, es necesario realizar acciones que le permitan alcanzar este estandar y

que contribuyan con el desarrollo de su pensamiento variacional.

Por otra parte, es innegable que la tecnologia informatica ha incursionado en el campo
educativo, permitiendo la interaccién con instrumentos computacionales, lo que genera
sistemas de representacion ejecutables virtuales que antes eran privativos de los seres humanos;
esto cambia el papel del estudiante llevaindolo a que desarrolle procesos de interpretacion,
deduccién y razonamiento. El profesor Luis Rico’ menciona que el trabajo con tecnologias
implica “abandonar el objetivo tradicional de fluidez algoritmica y sustituirlo por el objetivo de fluidez
representacional”. ..“la tecnologia pasa inicialmente, por un proceso de amplificacion y posteriormente por un
proceso mds complejo, de reorganizacion’” 1o que convierte el trabajo con tecnologfas en una opcién

para el disefio de situaciones que desarrollen el pensamiento variacional.

Con el proposito de asumir como parte de la actividad docente la creacién de
mecanismos que superen las deficiencias en los procesos de enseflanza — aprendizaje, en
especial para este caso, en el tema de la factorizacion, se tendran en cuenta los requerimientos
planteados en la ley general de educacion, los estandares curriculares en cuanto al desarrollo del
pensamiento variacional y los planteamientos sobre el uso de tecnologias como una opcién que
replantea el papel del estudiante, se propone entonces el disefio de una situacién en un
ambiente computacional, que lleve al estudiante a interactuar con una representacion
relacionada con la descomposicién en factores primos que se realiza a los nimeros en la
aritmética y que se puede realizar de forma analoga en el algebra , permitiéndole al estudiante

comprender la factorizacion de expresiones algebraicas.

1 Estandares Curriculares, MEN; 1998

2 RICO L, ‘“Fundamentacion cognitiva del curriculo de matemdticas”, del libro Incorporacién de Nuevas
Tecnologias al Curriculo de Matematicas de la Educacién Media de Colombia, MEN (2000).

3 La amplificacion segin el profesor Rico se traduce en “hacer lo de antes, pero mejor”. Y la reorganizacion,
es “hacer nuevas cosas y reorganizar las anteriores en funcion de las nuevas posibilidades”.
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OBJETIVO GENERAL

. ~ . 4 e 1. . - P4
Disefnar e implementar’ una propuesta didactica para la factorizacién en grado octavo de

educacioén basica, utilizando el medio computacional.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

2 Consultar algunas propuestas que existen pata el aprendizaje de la factorizacién.
# Realizar una revision teorica sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje del algebra.
» Revisar desde la matematica los conceptos que intervienen en la factorizacion.

» Realizar una revision tedrica sobre la influencia que tiene el uso del computador como

mediador en el proceso de aprendizaje.
» Diseflar las actividades que van a conformar el software.

> Implementar el software en un ambiente computacional adecuado.

4 En la elaboracién de un software la fase de implementacién se refiere a la construccién que se realiza
bajo un programa computacional.



CAPITULO 1
ANALISIS DEL CONTENIDO MATEMATICO

1.1 RESENA HISTORICA

Hablar de la historia de la factorizacién es remitirse al algebra en si, que comenzé en
Egipto y Babilonia proponiendo métodos para resolver ecuaciones lineales y cuadraticas, uno
de estos se conoce hoy en dia como “completar el cuadrado” y consecuencia de sus estudios, la

factorizacion surge ante la necesidad de solucionar ecuaciones de segundo grado.

El método “completar el cuadrado” tuvo trascendencia en los griegos y los arabes, pues para
mostrar hechos algebraicos acudian a la geometria usando areas de figuras, un ejemplo de ello
es el II libro de los Elementos de Euclides que dice en una de sus proposiciones ‘sz bay dos rectas
) una de ellas se cortan en un nimero cnalquiera de segmentos, el rectangulo comprendido por las dos rectas es
sgual a los rectangulos obtenidos por la (recta) no cortada y cada uno de los segmentos’. Esto equivale hoy en
dia con notacién moderna a la propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la

adicién y también corresponde al caso de factor comun de la factorizacion.

Los conceptos basicos de la factorizacion de los nimeros, encontrados en los libros VII, VIII
y IX de los Elementos, fue recopilado y planteado por Euclides de Alejandria mostrando él que las
proposiciones acuden a la geometria, los numeros representan segmentos y algunas
expresiones como “esta medido por” y “mide a” se refiere a los conceptos de multiplo y

divisor, respectivamente (Luque C; Mora L; Torres J; 2004).
En el siglo XVI los matematicos italianos Scipione del Ferro, Nicolo Fontana Tartaglia y

Gerolamo Cardano resolvieron la ecuacién cibica general en funciéon de las constantes que

aparecen en la ecuacién, pero afios mas tarde fue Ludovico Ferrari quien encontré la solucion
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exacta para la ecuacidon de cuarto grado empleando un procedimiento similar al de completar
cuadrados, asi que “el desarrollo moderno de la factorizaciéon se inicia en el Renacimiento
Italiano, hacia el afio 1545 (Luque C; Mora L; Torres J; 2004). Siglos posteriores al XVI, los
matematicos encontraron una férmula para resolver ecuaciones de quinto grado, pero fue el
matematico Noruego Niels Abel y el Francés Evariste Galois quieres demostraron que la

férmula encontrada es errénea, siglo XIX.

Al no encontrar soluciones a las ecuaciones polinémicas de grado mayor de cuatro se centro el
interés de la matematica en mejorar los métodos para resolver ecuaciones y en estudiar la
estructura de los sistemas matematicos abstractos, cuyos axiomas estaban basados en el
comportamiento de objetos matematicos, como los nimeros complejos, que los matematicos
habian encontrado al estudiar las ecuaciones polindmicas. Otro hecho que encontraron los
matematicos era los teoremas de factorizacion en el dominio de integridad de los polinomios,
llevandolos a demostrar el Teorema Fundamental del Algebra que fue planteado como
conjetura en el siglo XVI y solo en 1797 Gauss demostré rigurosamente este teorema tras de

cinco pruebas diferentes.

El Teorema Fundamental del Algebra, tiene su equivalencia con el Teorema Fundamental de la
Aritmética, pues “la unica diferencia entre los dos, es que en la aritmética existe un
procedimiento sistematico para llegar a la factorizacidén, basada en divisiones sucesivas,
mientras que en los polinomios no existe procedimiento alguno.” (Luque C; Mora L; Torres J;

2004).

1.2 CONTENIDO MATEMATICO

Para abordar el procedimiento de la factorizacién de polinomios se requiere el manejo
de algunas definiciones propias del algebra, la de expresion algebraica, términos algebraicos y

polinomios que se enuncian a continuacion.
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Expresiones Algebraicas: Es la combinacion de variables y nimeros que son operados a través de

la adicién, sustraccion, multiplicacion, division, potenciacion y radicacion.

Ejemplos:

a ; a+b 3ax

Términos Algebraicos: En una expresion algebraica cada uno de los miembros operados con la
adicion se le denomina término. Los términos estin compuestos por un coeficiente numérico

y un factor literal.

Ejemplo:
a+b+c ab,csonlos términos de la expresion.
-2x + 3 primer término -2x, segundo término 3.
-15xy; esta expresion algebraica esta compuesta de un sélo término que consta
de coeficiente numérico -15, factor literal xy.
Polinomrios: La funcion f definida mediante la expresion

2 .
f(x)=a,+ax+a,x” +..+a,x", donde n es entero no negativo, a,,d,,..,d, son
numeros reales y x es una variable, x€é R recibe el nombre de funcién polindémica. La

., . 2 n . . .
expresion algebraica a, +a,x+a,x” +...+a,x", es conocida como polinomio en x de

grado n,.

Ejemplo:
2x* +x* =3x> +4 ; Polinomio de grado 4
x*+2x* =x+5 ;Polinomio de grado 3

3x° =3x* —x ; Polinomio de grado 3
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Clases de Polinomios

Polinomio Constante: Los polinomios de la forma 7x’, -6x” donde el exponente de la variable x

. . . . 0
es cero son considerados como polinomios constantes debido a que a, =a,x" .

n

Polinomio Nulo: L.os polinomios que tienen coeficientes a,,d,,...,a, cada uno siendo cero son

considerados polinomios nulos y no tienen grado.

Polinomios de acnerdo al niimero de términos:
Monomios: Son aquellos polinomios que so6lo tienen un término.
Ejemplo: 2, x, -7, 3%
Binomiios: Son aquellos polinomios que tienen dos términos.
Ejemplo:  x+a, 2x+3, 357- 2
Trinomios: Son aquellos polinomios que tienen tres términos

Ejemplo:  3x> —=3x” — x

Polinomios Asociades: Dos polinomios son asociados cuando a partir de multiplicar uno de los

polinomios por un polinomio constante se obtiene el otro polinomio.

Ejemplo:
Polinomio Original Polinomios Asociados
x+ 1 2x+2 ; 3x+3, 4x+4
X'+ 2 6x" +12 ;35 + 6; 75 + 14

Polinomios Monicos: Un polinomio es moénico o normalizado cuando el coeficiente del término

de mayor grado es uno.

Ejemplo:
X H12 X+ 27+ 5
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Polinomios Primos o irreducibles: Un polinomio P(x) es primo o irreducible si los unicos divisores
posibles son sus polinomios asociados y los polinomios constantes, que son conocidos como

divisores triviales.

Ejemplo:

X+ 5+ x 1,7

Polinomios Reducibles: Un polinomio P(x) es reducible, factorizable o compuesto si existen

polinomios no constantes y no nulos g(x) y 4(x) tales que p(x) = g(x)h(x).

Teorema de factorizacion sinica: Todo polinomio p(x) de grado m = 7 es el producto de un
elemento diferente de cero y polinomios monicos irreducibles en los reales. Salvo el orden de

los factores la factorizacidon es unica.

Demostracion:
Sea p(x) un polinomio de grado m 2 7,
Si p(x) es un polinomio primo, es irreducible por tanto la descomposicion de p(x) = p(x) luego
es unica. Si p(x) es reducible puede expresarse como producto de polinomios moénicos de
grado positivo menor que el grado de p(x), Sea p(x) = b(x)™q(x)™ luego si ambos polinomios
son primos entonces el teorema queda demostrado.
Ahora si uno de los dos o los dos polinomios son reducibles y pueden escribirse como
producto de polinomios moénicos tenemos:

b)) = 2,69 a6 Y4 = 20"
st 2,(x), 2,(x), 25(x), a,(x) son primos el teorema queda demostrado, sino los polinomios

pueden descomponerse en polinomios reducibles maximo hasta obtener la expresion :

k
p® = a,x™ ... ,x)™ tal que Zmi =m,donde a,x™,..., 2,(x)™ son polinomios
i=1

primos con esto queda demostrado que todo polinomio puede ser expresado como producto

de polinomios primos.
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Ahora es necesario demostrar que la factorizacion es unica, para ello vamos a suponer que:
P(x) es un polinomio primo luego: P(x) = h (x) y P(x) = g (x) asi que h(x) = g(x) por tanto la
factorizacion es unica; por el contrario si p(x) es un polinomio reducible, supongamos que
tiene dos factorizaciones primas:
Px),= h(x),... hx), v PX),= g(x);.. g(x), para un polinomio con n factores, multiplicamos
el polinomio p(x) por un factor h(x),,, y g(x),,,; respectivamente, obteniendo las dos
factorizaciones del polinomio con n+1 factores:
Px),;1= hX);... hx),hX),s1 Vv PE.= gX)i.. gX), g(X),:; sustituyendo p(x), en las dos
expresiones obtenemos:

PX),1=pX).h(X),1 ¥ PX)oi= PX),2(X) a1, igualando las dos expresiones tenemos:
PX),h(x),1 = pX),gX),:1 portanto h(x),., = g(X),,; lo cual contradice que p(x),,, tiene dos
factorizaciones primas, por lo que se concluye que todo polinomio se puede descomponer en

una unica factorizaciéon prima.

Descomposicion en Polinomios Prinos

Las expresiones algebraicas estan formadas por distintos términos que a su vez se encuentran
formados por variables y coeficientes numéricos, que estan relacionados por la multiplicacién
para la que ya no se usa el sigho x o (.) expresando a x b si no ab, donde a y b son los
factores de la expresion, al igual que los nimeros pueden ser descompuestos en una unica
factorizacién de nimeros primos los polinomios también pueden ser descompuestos en una

unica factorizacion de polinomios primos, para ello se realiza el siguiente procedimiento:

Caso 1 Monomio
Con el objetivo de mantener un orden en el procedimiento se descompone primero el
coeficiente numérico precedido de la descomposicion del factor literal variable por variable
ambos en sus polinomios primos.
Ejemplo:

4= 2.2.5.x
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Con el fin de mantener este procedimiento familiarizado con la descomposicioén en factores
primos que se realiza en la aritmética, se usara de aqui en adelante una linea vertical auxiliar al
lado derecho del monomio de forma analoga a las propuestas de descomposicion en factores

primos realizadas en la aritmética para numeros naturales procediendo de la siguiente forma:

457 2
257 2
2
X X
X X

Donde los polinomios primos quedaran ubicados al lado derecho de la linea auxiliar.

Ejemplo 1
-8y | 2
—hy
2%y | 2
Xy |1 87y = 2.2.2.(=1).x.x.y
Xy | x
xy | x
J

Caso 2 Binowio

Para descomponer binomios que se encuentran expresados como el producto de un monomio

por un binomio como en el siguiente ejemplo, se procede de la siguiente forma:

Ejemplo 1
ypcta)| 2
Hx+a) |y 2y (x+a)= 2.y (x+a)
(x +a) | (x+dq
1

Si el binomio se encuentra expresado como la suma de dos monomios el procedimiento para

descomponer un binomio en sus polinomios primos, es analogo al usado en los monomios ya
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que se descompone independientemente cada término del binomio, con su respectivo signo,

usando la linea vertical auxiliar para cada término.

Ejemplo 2
27+ 3y
25 2 + 3y 3
K| J J
x x B ¥ 2+ 3y =2xx + 390
1 J J
1
Ejemplo 3
—10x" + 9x’y
—10x° | -1 - 9y | 3
10| 2 3y | 3
55| 5 Xy x
X x X%y x
x | x xy x
! Jo|Y
1

—10x" 4+ 9xy = 2.5.(—1).x.x + 3.3.xxx)

Es importante enfatizar que por notaciéon algebraica cuando se multiplica por (-1) sélo se

escribe el sigho menos es decir (-1)x = - x pero el -1 es el coeficiente numérico de este
monomio.
Ejemplo 3
x(x+1) — (x+1)
x(x+1) | x + —(x+1)| -1
(x+1) | (x+7) (x+1) | (x+1)
1 1

x(x+1) — (x+1) = x(x+1) + (1) (x+1)
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En este ultimo ejemplo es visible que cuando se descompone el segundo término se hace con
el signo menos que lo antecede ya que este le pertenece a este término, el sigho mas se coloca

porque es la operacion aditiva la que relaciona los términos en un polinomio’

Caso 3 Trinomio y otros polinomios

Para descomponer trinomios y otros polinomios de mas de cuatro términos, se procede al igual

que en los binomios descomponiendo cada término por aparte.

Ejemplo 1
4y’ —25F +5x
4’| 2 + — 2 2 + S5x | 5
22| 2 x| —1 x |x
3 2
x| x X X 1
| X X
x | x 7
7

4’ — 257 +5x =2 2xxx + 2(=1).xx +5.x

E/ proceso de la factorizacion

El proceso de factorizar consiste en expresar nimeros o expresiones algebraicas en términos
de sus factores primos lo que permite en ocasiones una manipulacién algebraica mas sencilla y
conveniente, a continuacién se realizara la factorizacion de expresiones algebraicas usando la

descomposiciéon en polinomios primos vy la clasificacion de los casos de factorizacion.

5 .y . .
Ver definiciéon de polinomio.

- 18 -



Casos de Factorizacion

Factor Comiin:
El caso de factorizaciéon denominado factor comun esta sustentado en la propiedad distributiva
de la multiplicaciéon con respecto a la adicién de numeros reales, que se enuncia de forma

general de la siguiente manera: ax +ay + az =a(x+y+73)

Para aplicar este caso es necesario que todos los términos del polinomio tengan un factor
comun diferente de 1, para identificarlo descomponemos el polinomio en sus polinomios
primos as:

3’ + 25 + 6x

3 | 3 + 2| 2 + 6x | 2
x| ox x| x 3x| 3
2
X X x | x x | x
X X 7 7
7

Luego se busca en los factores de cada término que estan a la derecha de la linea vertical un
factor o varios factores que se encuentran presentes en todos los términos del polinomio, para

este caso es el factor x

3x | 3 + 27| 2 + 6x |2
x| x x| x 3x |3
x| x| x X |lx
X x 1 1
71

El factor X es comun a todos los términos, por tanto se escribe fuera de un paréntesis que

agrupa a los factores restantes de cada término, obteniendo la expresion factorizada

x(3xx+2x +23) Reduciendo los términos obtenemos;

X (3 +2x + 6)
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Ejemplo 1

7| H + — x|~ + - xy
X | x’ X x]
x X x? X xy
1 X X X
1 J

1

C)x (x+oext+xxy)= =x (x+x + X
- J

Ejemplo 2
x(n—1) —x
x (n—1) [ | + —x |-
o-1) | (-1) x| &
7 7
X((n-1)+ (1))
Ejemplo 3
2)}3 +J/2 +_)/
2 |2 + I + J
7y |y I !
7| 7
J o\
1

22 +y +1)
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Es notorio que en el ultimo ejemplo el factor comin de todos los términos es y y que al
colocar los otros factores dentro del paréntesis queda faltando el factor del ultimo término,
por esto se coloca 1, este procedimiento se usard siempre que no queden factores al lado
derecho de la linea en el proceso de factorizaciéon por factor comun, ya que y = 7.y por la

propiedad de la existencia del elemento neutro para la multiplicacién en los reales.
Factor Comiin Por Agrupacion:
El caso de factor comun por agrupacion es un caso especial de la factorizaciéon por factor

comun por tal razoén se sustenta en la propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a

la adicién de nameros reales y se enuncia de forma general asi:

ax+ ay+ bx + by = a(x+y) tb(x+y)=(x+y (ath); a,beR
La factorizaciéon por agrupacion de términos se usa en polinomios que no tienen un factor
comun diferente de 1,en todos sus términos, pero si tienen factores comunes en dos de sus
términos, por lo que el procedimiento de factorizacion por factor comun se realiza dos veces.

Ejemplo 1

X+ ax + bx +ab

| + ax | a + bx |b + ab| a

x | x x| x x |x b | b

7 7 7 7
x(x+a) + b(x + a)

En este ejemplo se factorizo el primer término con el segundo, el tercer y cuarto término, por
el caso de factor comun, ahora se repetira el procedimiento de descomposiciéon en polinomios

primos.
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x(x+a) | x + b(x+a) | b

(x+a) (x+a) (x+a) | (xta)

X+ ax + bx +ab = (x+a) (x+b)

Ejemplo 2

25y + 6 — 3x—4y

2xy| 2 + 6|3 + —3x| 3 + —4y| 2

xy | x 2|2 - -1 =2y | 2

J | 1 XX - | -7

1 1 J|
1

En el ejemplo anterior se observa que la factorizacién no se hace necesariamente entre los
términos que se encuentran seguidos si no entre aquellos que tengan un factor comun, para
este caso el primer y tercer término tienen a x como factor comun, el segundo y el cuarto

tienen como factor comun al 2 obteniendo la siguiente factorizacion:

2xy+6-3x—4y = x(2y—3) +2(3-2y)

Esta factorizacion tiene algo en especial, es necesario transformar uno de los términos de la

siguiente forma:

2(3-2) =-2(=3+2)=-2(2y-3)

con el fin que la expresion tenga un factor comun en el primer y segundo término permitiendo

asf realizar el proceso de factor comun la segunda vez:
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x(2y=3) x + -2(2y-3) 2
2-3) | @=3) -@=3)| -1
1 2-3) | @=3)

20+ 6= Sx—dy = x(2y=3) +2(3-2) =x(2y-3)-22y-3) = [@1=5) (x~2)

Diferencia de Cuadrados

Este caso es una aplicacion especial del caso de factor comun, consiste en la factorizacion de
. . 2 2 . .., . .

binomios de la forma 4" - 7, para realizar la descomposicion se procede de la siguiente forma:

Se buscan las raices de los dos términos, se multiplican obteniendo la expresion ab, luego por la

propiedad del elemento inverso se obtiene — ab + ab = 0, expresiéon que es sumada a la

diferencia de cuadrados, de lo cual se tiene: @? - ab + ab — b?

Posteriormente se realiza la descomposicion en factores primos de la siguiente forma:

a? a + -ab | -1 + ab a + -b? -1

a a ab | a b b b b

1 b | b 1 b b
1 1

Asi que se tiene la siguiente expresion:

a(a—b)+ bla—b)=(a+b) (-0

Factorizacion de Trinomios
Para factorizar polinomios de tres términos es necesario considerar tres casos, que se enuncia a

continuacion.
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Caso 1: Trinomio Cuadrado Perfecto (T.C.P.)

Un polinomio de tres términos (trinomio) es cuadrado perfecto cuando corresponde al
cuadrado de un binomio , para verificar si es un TCP debe tener raiz cuadrada exacta en el
primer y en el ultimo término del polinomio y el segundo término debe ser el doble producto

el la raiz del primer y tercer término.

Ejemplo
(x+ 29 =(x+2y)(x+2y)=x"+4xy+ 4y

Asf que: 57 + 4xy + 4y’es Trinomio Cuadrado Perfecto porque es el cuadrado de (x+2y)

Meétodo para factorizar un Trinomio Cuadrado Perfecto.

1. Se ordena el polinomio p(x) tomando como referencia una de las variables.

2. Se expresa el término de la mitad (segundo término) como dos cantidades iguales.

3. Se desarrolla una descomposicion prima de cada uno de los términos del polinomio.

4. Se halla el factor comun de los dos primeros términos que debe coincidir con la raiz
cuadrada del primer término.

5. Se halla el factor comin de los dos ultimos términos que debe coincidir con la raiz
cuadrada del dltimo término.

6. Se halla el factor comin de la expresion algebraica obtenida en los dos pasos
anteriores.

7. Se expresa el producto de los dos binomios iguales como cuadrado del binomio.

Justificacion Matemitica para Factorizar un Trinomio Cuadrado Perfecto.
La factorizaciéon de un Trinomio Cuadrado Perfecto aplicando el método anterior se sustenta
de la siguiente manera:

Sea @ + 2ab + I un polinomio de tres términos, donde la rafz cuadrada del primer y

ltimo término del polinomio es exacta; por propiedad de los nimeros reales’ se puede

¢ Propiedad: S7 a, b pertenece a los Reales entonces a~+b pertenece a los reales.
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expresar @’ + 2ab + b’ como &’ + ab + ab + I, aplicando la propiedad distributiva de los
Reales se tiene que:

&+ ab+ ab + b = afatb) + blatb),
usando nuevamente la propiedad distributiva se obtiene: a(a+b) + b(a+b) = (a+b)(a+Db),
como el conjunto de los Reales es cerrado para la multiplicacién y se tiene el producto

de dos binomios iguales, se puede expresar (a+b)(a+b) como (a+b).
Ejemplo
Factorice el siguiente polinomio p(x)= x° + 4xy + 4y’
1. Ordene el polinomio p(x) tomando como referencia una de las variables (x).
plo)= o7+ 4y + 4y
2. Exprese el término de la mitad (segundo término) como dos cantidades iguales.

XAy + 4y = o8+ 2xy + 2xy + 47

3. Desarrolle una descomposicion prima de cada uno de los términos del polinomio p(x).

X x + 2z | 2 + 2xy | 2 + 497 | 2
x| x xy | x xy | x 2y | 2
1 J | ooy Jo|
1 1 Jo| Y

1

4. Halle el factor comin de los dos primeros términos que debe coincidir con la raiz

cuadrada del primer término.

X x + 2xy | 2
x| x xy | x x(x+2y)
! J o

1
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5. Halle el factor comun de los dos ultimos términos que debe coincidir con la raiz

cuadrada del dltimo término.

2xy | 2 + 4y 2
2y (x+2) x| x 2y | 2
Jo|J ol
1 Jo
1

6. Halle el factor comun a la expresion algebraica obtenida en los dos pasos anteriores.
Xt dxy + 4y = 58+ 2+ 26y + 4y = x (x+2y) + 2y (x+2y)
Use el factor comun en la expresion anterior para obtener lo siguiente:
x (k2 + 2y (x+2y) = (k2 (x+2))
7. Exprese el producto de los dos binomios iguales como cuadrado del binomio.
5+ dxy + Y = (xh2y) (x+2y) = (2
Trinomios No Cuadrados Perfectos

Un polinomio de tres términos no es cuadrado perfecto cuando no corresponde al cuadrado

de un binomio si no al producto de dos binomios diferentes.

Ejemplo
Determine si el siguiente polinomio x° + 5x + 6 es Trinomio Cuadrado Perfecto:
5’ + 5x + 6 No es Trinomio Cnadrado Perfecto, ya que la raiz cuadrada de 6 no es entera (exacta)

y su descomposicion es (x+2)(x+3), donde estos dos binomios no son iguales entre si.
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Caso 2: Trinomios de la forma x°+ bx + ¢

Un polinomio de la forma »°+ bx + ¢ se caracteriza por:

L.
II.
III.

El polinomio es de segundo grado.
El coeficiente del primer término de izquierda a derecha es 1.

Uno de los términos del polinomio es constante, s6lo esta el nimero.

Método para Factorizar Trinomios de la forma x°~+ bx + ¢

1.
2.

10.

Se ordena el polinomio p(x) tomando como referencia una de las variables.

Si el segundo término del trinomio es impar, se multiplica toda la expresion por 4; si es
par no se debe multiplicar.

Se expresa el término de la mitad (segundo término) como dos cantidades iguales.

Se desarrolla una descomposiciéon prima de cada uno de los términos del polinomio.

Se halla el factor comin de los dos primeros términos que debe coincidir con la raiz
cuadrada del primer término.

Se multiplica los polinomios primos constantes del Segundo Término que no fueron
seleccionados en el paso anterior y el resultado elévelo al cuadrado.

El nimero elevado al cuadrado ayuda a completar el Trinomio Cuadrado Perfecto,
para eso se debe sumar y restar un término adecuado para que nos dé el nimero
elevado.

Se halla el Trinomio Cuadrado Perfecto, para ello debe factorizar el nimero elevado al
cuadrado (del paso anterior) y el término que tiene la variable.

Se escribe la expresion como una diferencia de cuadrados.

Se efectta las operaciones indicadas teniendo en cuenta que si al inicio se multiplicd
por 4, debe dividirse la expresion resultante en 4 para no alterar la factorizacion del

trinomio.

Justificacion Matematica para Factorizar Trinomios de la forma x°+ bx + ¢

La factorizacién de Trinomio de la forma x°+ bx + ¢ aplicando el método anterior se sustenta

de la siguiente manera:
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S7b es par

Sea x°+ bx + ¢ un polinomio y 4 es de la forma b = 24, donde £ pertenece a los
enteros, se tiene: x°+ bx + ¢ = x’+ (2k)x + ¢, como el conjunto de los Reales es cerrado
para la adicion se puede expresar el segundo término como dos cantidades iguales:

X (2k)x + = x5+ ke + kg,
teniendo en cuenta la propiedad de la existencia del elemento neutro para la adicion en
los Reales, se tiene:
X+ kxt+ kx+ o=+ kx+ kx+ o+ 0,
sustituyendo 0 por —¢ + & — (—c +£) en x’+ kx + kx + ¢ + 0, se obtiene:
Mt kxthxtot 0=+ kx+hxt+ot—c +E— (—c+E£)

aplicando la propiedad distributiva en los Reales en la expresion anterior se tiene:

Xt kxthxtot—c +E— (—c+E)=x(xthk)tbx+c+—c +E— (—c+E£)
la existencia del elemento inverso para la adicién como propiedad de los Reales sirve
para justificar que:

X (xHR)F Rx ot —o F B = (= TE) =x (xTR)F kx K — (= HE)
usando la propiedad distributiva en los Reales en la expresion anterior se obtiene que:

X (xR b HE — (=0 ) = x (ot R)T R(x tR) o= = (x k) (xHER)T 0 — £
empleando la cerradura para la adicién y multiplicacion del conjunto de los Reales da

lugar a: (x+4&) (x+&)+ ¢ — K = (x+k)f — (k- ¢), usando la diferencia de cuadrados en el
caso antetior tenemos que: (x+k) —(k*—c)=(x+k—-vk*=c)x+k+Vk* =¢).
Por tanto el trinomio de la forma x* + bx + ¢ queda escrito como el producto de dos

binomios ménicos primos (x+k —vk> —c)(x+k++/k* —c), donde kzgy b es

par.

Si b es impar
Sea x’+ bx + ¢un polinomio y 4 es de la forma b = 24+1, donde £ pertenece a
los enteros, se tiene: X+ bx + ¢ = x°+ (2k+1)x + ¢, la propiedad de la existencia del

elemento neutro para la multiplicacion sirve para sustentar que:

X+ Qk+Dx+c=1x" + 2k +Dx+c]
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sustituyendo 7 por % en 1[)62 + 2k +1)x+ c] y aplicando la propiedad distributiva de
los Reales, se obtiene:
%[x2 +(2k +Dx + c]=%[4x2 + 4(2k + Dx + 4c]

como el conjunto de los Reales es cerrado para la adiciéon y el producto se puede

expresar el segundo término como dos cantidades iguales:

i[4x2 +4Q2k + Dx +4c|= i [4x? + 22k + Dx+ 22k + Dx + 4c]=i [4x? + 2302k +1) + 2x(2k +1) + 4c]

teniendo en cuenta la propiedad de la existencia del elemento neutro para la adicién en

los reales, se tiene:
i[4x2 +2x(2k +1) + 2x(2k +1) + dc| = i 4% + 25(2k +1) + 232k +1) + 4c + 0]
sustituyendo 0 por o+ (2kA1 (At (2k+1)) en

%[4)8 +2x(2k +1) + 2x(2k +1) + 4c + 0], se obtiene:

%[4)8 +2x(2k +1) + 2x(2k + 1)+ 4c — de + (2k + 1)* — (—de + 2k +1)],
aplicando la propiedad distributiva en los Reales en la expresion anterior se tiene:
i[Zx(Zx + 2k + 1)+ 2x(2k + 1)+ de —de + 2k +1)2 +de — 2k +1)2],

la existencia del elemento inverso para la adicién como propiedad de los Reales sirve

para justificar que:

i[Zx(2x+ (2k + 1)+ 2x(2k + 1)+ 2k +1)* +de — 2k +1)°]

usando dos veces la propiedad distributiva en los Reales en la expresion anterior se
obtiene que:

ib@wﬂ%+m+QhﬁQwﬂ%+m+%—@kﬂﬂ::ibmuﬁ+meM%+m+%—QkHﬂ
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empleando la cerradura para la adiciéon y multiplicaciéon del conjunto de los Reales da
1
lugar  a: " [(2x+ 2k +1)@x + 2k + 1)) +4c — 2k +1)?] = i [2x+ @k +1))? = (~4c+ @k +1)Y))

sustituyendo 2&+7 por & y usando la diferencia de cuadrados, en el caso anterior

tenemos que:

i[(2x+b)2 —(~dc + b)) = i[(2x+b)2 —(b* —40)]= i(2x+b—\/b2 —4c)2x+b+ b —4c)-

Por tanto el trinomio de la forma x° +bx+c queda escrito como el producto de

polinomios primos i(2x+b —Jb? —4c)2x +b +b* —4c)> cuando b es impar.

Ejemplo 1 (Cuando b es Par)
Factorice el siguiente polinomio p(x)= x° + 10x + 24
1. Ordene el polinomio p(x) tomando como referencia una de las variables.

plx)=x"+ 10x + 24

2. Si el segundo término del trinomio es impar, multiplique toda la expresiéon por 4; si es
par no debe multiplicar.

Plx)= "+ 10x + 24

3. Exprese el término de la mitad (segundo término) como dos cantidades iguales.
D)= 5"+ 10x + 24 = 57+ 5x + 5x + 24

4. Desarrolle una descomposicion prima de cada uno de los términos del polinomio p(x).

x| x + Sx 5 + Sx 5 + 24 2
X |x x x x x 12 2
71 1 71 6 2
3

1

No es necesario descomponer el término independiente, pues, lo que se busca es

completar un Trinomio Cuadrado Perfecto.
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5. Halle el factor comun de los dos primeros términos que debe coincidir con la raiz

cuadrada del primer término.

x| + Sx 5
x |x x | | x (x+5)
1 1

px)= "+ 10x + 24 = 57+ 5x + 5x + 24=x (x+5) + 5x + 24

6. Multiplique los polinomios primos constantes del Segundo Término que no fueron

seleccionados en el paso anterior y el resultado elévelo al cuadrado.

Como x fue el factor comun de los dos primeros términos,
no se tiene en cuenta; en cambio, se tiene presente el 5 y el

Sx 5 7, pues son polinomios primos que no fueron

o B seleccionados como factor comun de los dos primeros
términos.

7

Se multiplica: 5®1=5
Se eleva al cuadrado: 5% =25

7. El nimero elevado al cuadrado ayuda a completar el Trinomio Cuadrado Perfecto,

para eso se debe sumar y restar un término adecuado para que dé el numero elevado.

Como 25 fue el numero que ayuda a completar el Trinomio Cuadrado
Perfecto y el polinomio tiene como término independiente al 24, se
debe buscar un nimero que sumado o restado con 24 de 25, el nimero

propio es 7; asi que se tiene lo siguiente:

XA 10x+24 = 57+ 5x+ 5x + 24=x (x+5) + Sxc + 24+ 1 — 1= x (x+5) + 5x + 25— 1
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8. Halle el Trinomio Cuadrado Perfecto, para ello se halla el factor comin de 25y 5x.

Sx 15 255
x |x 5|5 5 (xt5)
1 1

Asf que tenemos: x° + 10x + 24 = x (x+5) + 5x + 25— 1 x(x+5) + 5(x+5)— 1
(x+5) (x+5) — 1

= (x+5) -1

9. Escriba la expresiéon como una diferencia de cuadrados.

XA 10x+24= (x+5) -1 =(x+5-1)(x+5+1)

10. Efectué las operaciones indicadas teniendo en cuenta que si al inicio multiplicé por 4,

debe dividir la expresion resultante en 4.
XA 10x+24=(x+5-1)(x+5+1)=(x+4) (x+6)
Ejemplo 2 (Cuando b es Impar)
Factorice el siguiente polinomio p(x)= x* — 3x— 10
1. Ordene el polinomio p(x) tomando como referencia una de las variables.
Plx)= " —3x—10

2. St el segundo término del trinomio es impar, multiplique toda la expresion por 4; si es

par no se debe multiplicar.

4 (" =3x—10) =4x" — 12x =40

3. Exprese el término de la mitad (segundo término) como dos cantidades iguales.

Plx)=45" —12x—40= 45" — 6 x — 6x —40
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4. Desarrolle una descomposicion prima de cada uno de los términos del polinomio p(x).

47 |2 —6x 2 -6 x 2 40 | 2
25 |2 -3 x 3 -3 x 3 20 2
x| x -x | =1 —x -1 170 2
X |x X X X x 5 5
1 1 1 1

No es necesario descomponer el término independiente, pues, lo que se busca es

completar un Trinomio Cuadrado Perfecto.

5. Halle el factor comun de los dos primeros términos que debe coincidir con la raiz

cuadrada del primer término.

45 |2 — bx 2
23 | 2 -3 x 3
x| —x | =1 2x (2x—3)
x |x x | |
71 1

Plx) =4x" —12x—40= 45" — 6 x — 6x —40 = 2x (2x— 3) — 6x— 40

6. Multiplique los polinomios primos constantes del Segundo Término que no fueron

seleccionados en el paso anterior y el resultado se eleva al cuadrado.

Como 2y x fueron el factor comun de los dos primeros
términos, no se tiene en cuenta; en cambio, se tiene

—6x | 2 presente el 3 y el — 7, pues son polinomios primos que no
—3x | 3 fueron seleccionados como factor comun de los dos
primeros términos.
—x | =T
x| x Se multiplica: 30 —1=-3
; Se eleva al cuadrado: (=3)* =9
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7. El nimero elevado al cuadrado ayuda a completar el Trinomio Cuadrado Perfecto,

para eso se debe sumar y restar un término adecuado para que dé el nimero elevado.
Como 9 fue el nimero que ayuda a completar el Trinomio Cuadrado
Perfecto y el polinomio tiene como término independiente al 40, se

debe buscar un nimero que sumado o restado con 40 de 9, el nimero

propio es 49; asi que se tiene lo siguiente:

457 — 12x—40 = 2x (2x— 3) — 6x— 40 + 49 — 49 = 2x (2x— 3) — 6 + 9 — 49

8. Halle el Trinomio Cuadrado Perfecto, para ello halle el factor comun de — 6x y 9.

—-6x| 2 913
-3x| 3 3|3 3(—2x+3)= —3(2x-3)
- =1 1

x| x

Asf se tiene: 4x"— 12x— 40 = 2x (2x—3)—6x + 9—49 = 2x (2x— 3) = 3(2x— 3) - 49
=(2x=3)(2x—3)—49
=(2x—-3)—-49

9. Escriba la expresiéon como una diferencia de cuadrados.

4F—12x—40 = 2x— 3] —49 = 2x—3—7) (2x—3 + 7)

10. Efectué las operaciones indicadas teniendo en cuenta que si al inicio multiplicé por 4,

debe dividir la expresion resultante en 4.

i(Zx—3—7)(2x—3+7)=%(2x—10)(2x+4):(ZX—loj[2x+4

2 2
Por tanto: x'— 3x— 10 = (x—5) (x + 2)

jz(x—S)(x+2)
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Caso 3: Trinomios de la forma ax’+ bx + ¢, donde a# 0

Un polinomio de la forma ax’+ bx + ¢ se caracteriza por:

I.
II.
II1.

El polinomio es de segundo grado.
El coeficiente del primer término de izquierda a derecha es diferente de 1.

Uno de los términos del polinomio es constante, sélo esta el numero.

Meétodo para Factorizar Trinomios de la forma ax’=+ bx + ¢

1.
2.

10.
11.

Se ordena el polinomio p(x) tomando como referencia una de las variables.

Si el segundo término del trinomio es impar, se multiplica toda la expresién por 4; si es
par no se debe multiplicar.

Se multiplica toda la expresion (polinomio) por el coeficiente que acompafia al primer
término de la expresion.

Se expresa el término de la mitad (segundo término) como dos cantidades iguales.

Se desarrolla una descomposiciéon prima de cada uno de los términos del polinomio.

Se halla el factor comin de los dos primeros términos que debe coincidir con la raiz
cuadrada del primer término.

Se multiplica los polinomios primos constantes del Segundo Término que no fueron
seleccionados en el paso anterior y el resultado se eleva al cuadrado.

El nimero elevado al cuadrado ayuda a completar el Trinomio Cuadrado Perfecto,
para eso se debe sumar y restar un término adecuado para que dé el nimero elevado.
Se halla el Trinomio Cuadrado Perfecto, para ello se debe factorizar el numero elevado
al cuadrado (del paso anterior) y el término que tiene la variable.

Se escribe la expresion como una diferencia de cuadrados.

Se efectia las operaciones indicadas teniendo en cuenta que si al inicio multiplicé por 4
y por el coeficiente que acompafia al primer término de la expresion, se debe dividir la
expresion resultante en 4 y por el coeficiente que acompana al primer término de la

expresion.
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Justificacion Matemtica para Factorizar Trinomios de la forma ax’+ bx + ¢
ILa factorizacion de Trinomio de la forma ax’+ bx + ¢ aplicando el método anterior se sustenta

de la siguiente manera:

Si b es par
Sea ax’+ bx + ¢ un polinomio y 4 es de la forma b = 24, donde 4 pertenece a
los enteros, se tiene: ax’+ bx + ¢ = ax’+ (2k)x + ¢, la propiedad de la existencia del

elemento neutro para la multiplicacion sirve para sustentar que:

ax® + 2k)x+c= l[ax2 +(2k)x + c]
sustituyendo 7 por % en l[ax2 + (2k)x+c] y aplicando la propiedad distributiva de
los Reales, se obtiene:
%[ax2 +(2k)x + c]: é [azxz +a(2k)x + ac]

como el conjunto de los Reales es cerrado para la multiplicaciéon y la adicion se puede

expresar el segundo término como dos cantidades iguales:
1 2 2 _ 1 2 2 _ 1 2.2
—la“x" +ak)x+ac|l=—|a"x" + 2akx+ ac|=—|a"x" + akx+ akx + ac]|,
a a a

teniendo en cuenta la propiedad de la existencia del elemento neutro para la adicién en
los Reales, se tiene:

l[azx2 + akx + akx + ac]zl[azx2 +akx+akx+ac+0],
a a

sustituyendo 0 por — ac + K — (—ac +£) en é[azxz + akx + akx+ac+0], se
obtiene:

%[azx2 + akx + akx + ac —ac + k* —(—ac+k2)],
aplicando la propiedad distributiva en los Reales en la expresion anterior se tiene:

l[ax(ax+k)+akx+ac—ac+k2 +ac—k2],
a
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la existencia del elemento inverso para la adicién como propiedad de los Reales sirve

para justificar que:

é[ax(ax+k) +akx+ac—ac+k’ +ac—k2] = é[ax(ax+k)+akx+k2 +ac—k2]
usando la propiedad distributiva en los Reales en la expresion anterior se obtiene que:
i laxtax+k) +akerk? +ac—k*]= :11 laxaerh)+(@ek)+ac—k )= 611 (ax+b@x+k)+ac—k),
empleando la cerradura para la adicién y multiplicacion del conjunto de los Reales da
lugar a: ;[(ax+ k)(ax+k)+ac— kz] = Cll[(ax+k)2 -k —ac)], usando la diferencia de
cuadrados en el caso anterior tenemos que:
cll[(ax+k)2 —(*—a0) = cll (ax+k—K —ac)ax+k+/K> —ac).
Por tanto el trinomio de la forma ax® +bx + ¢ queda esctito como el producto de

polinomios primos 1(ax+k—\/ K —ac)(ax+k+Vk* —ac), donde k = % y b es par.
a

St b es impar
Sea ax’+ bx + ¢cun polinomio y & es de la forma b = 2&+1, donde 4 pertenece a
los enteros, se tiene: ax’+ bx + ¢ = ax’+ (2k+1)x + ¢, la propiedad de la existencia del

elemento neutro para la multiplicacion sirve para sustentar que:

ax® + 2k + Dx +c =1ljax® + 2k + Dx + |
sustituyendo 7 por j—z en l[ax2 +Qk+1)x+ c] y aplicando la propiedad distributiva
de los Reales, se obtiene:
j—Z[axz + 2k +Dx+ c]:%[4a2x2 + 4a(2k +1)x + dac]

como el conjunto de los Reales es cerrado para la adicién y el producto se puede

expresar el segundo término como dos cantidades iguales:

4i [4a2x* + 4a(2k +D)x + dac = 4i [4a22* +2a(2k + D)x + 2a(2k + Dx + dac] = 4i [4a2x* +2ax(2k +1) + 2ax(2k +1) + 4ac]
a a a
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teniendo en cuenta la propiedad de la existencia del elemento neutro para la adicién en

los Reales, se tiene:

4i [4a2x? + 2ax(2k +1) + 2ax(2k +1) + dac|= 4i [4a2x? + 2ax(2k +1) + 2ax(2k +1) + 4ac + 0]
a a

sustituyendo 0 por —dac+(2k+1 ) —(Aac+(2k+1)) en

4i [4a?x? + 2ax(2k +1) + 2ax(2k +1) + 4ac + 0], se obtiene:
a

4i [4a2x? +2ax(2k +1) + 2ax(2k +1) + 4ac — dac + 2k +1)* — (~4ac + (2k + 1),
a
aplicando la propiedad distributiva en los Reales en la expresion anterior se tiene:
4i [2ax(2ax +(2k + 1))+ 2ax(2k + 1) + dac — 4ac + 2k +1)* + 4dac — 2k +1)* ],
a

la existencia del elemento inverso para la adicién como propiedad de los Reales sirve

para justificar que:

4i ax(@x + 2k +1)) + 2ax(2k + 1) + 2k +1)> + dac — (2k +1)]
a

usando dos veces la propiedad distributiva en los Reales en la expresion anterior se

obtiene que:

4i[2ax(2x + 2k + 1)+ 2k + D(2ax + (2k + 1)) +dac — 2k +1)2] =
a

1
4—[(2ax + 2k +1)2ax + (2k + 1)) + 4ac — 2k +1)*]
a
empleando la cerradura para la adicién y multiplicacion del conjunto de los Reales da
lugar a: 4i [2ax + @k + 1)) ax + 2k + 1)) + 4ac — 2k +1)*] = 4L [2ax + 2k +1))? - (-dac+ 2k + DY)
a a

sustituyendo 2&+7 por & y usando la diferencia de cuadrados, en el caso anterior

tenemos que:

4i[(2ax+b)2 — (~dac+b)|= %[(2ax+b)2 — (b* - 4ac)| = %(2ax+b—\/b2 —4ac)Qax+b +\b* —4ac) -
a a a
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Por tanto el trinomio de la forma ax’® +bx + c queda escrito como el producto de

polinomios primos 1 (2ax+b—+/b> —4ac)(2ax+b+~b* —4ac), cuando b es impar.
4a

Ejemplo 1 (Cuando b es par)

Factorice el siguiente polinomio p(x)= 3x° — 2x — 21

1. Ordene el polinomio p(x) tomando como referencia una de las variables.

D)= 35" = 25— 21

2. St el segundo término del trinomio es impar, multiplique toda la expresion por 4; si es

par no debe multiplicar.
D)= 35" — 25— 21

3. Multiplique toda la expresiéon (polinomio) por el coeficiente que acompafia al primer
término de la expresion; en este caso es 3, tenemos:

3 (3" = 2x—=21) = 9x° — 6x— 63

4. Exprese el término de la mitad (segundo término) como dos cantidades iguales.

957 — b — 63= 95" — 3x— 3x— 63

5. Desarrolle una descomposicion prima de cada uno de los términos del polinomio p(x).

? —3x| 3 —3x | 3 —-63| 3
- x | =1 —x | =1 -21| 3
x | x x | x -717
x | x 7 7 -7 =17
1 1

No es necesario descomponer el término independiente, pues, lo que se busca es

completar un Trinomio Cuadrado Perfecto.
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6. Halle el factor comun de los dos primeros términos que debe coincidir con la raiz

cuadrada del primer término.

95| 3 —3x| 3

35| 3 - x | =1 Ix (Bx—1)
x| x x| x

x | x 1

71

7. Multiplique los polinomios primos constantes del Segundo Término que no fueron

seleccionados en el paso anterior y el resultado elévelo al cuadrado.

Como 3 y x fueron el factor comun de los dos primeros

términos, no se tiene en cuenta; en cambio, se tiene
—Jx| 3 presente el — 1, pues es polinomios primos que no fue
— x| =1 Bx(x—1) s?lecFionado como factor comun de los dos primeros
términos.
x | x
1 Se multiplica: 10 —-1=-1
Se eleva al cuadrado: (—1)* =1

8. El nimero elevado al cua
para eso se debe sumar y restar un término adecuado para que nos dé el nimero
elevado.
Como 7 fue el nimero que ayuda a completar el Trinomio Cuadrado
Perfecto y el polinomio tiene como término independiente al 63, se
debe buscar un nimero que sumado o restado con 63 de 1, el nimero

propio es 64; asi que tenemos lo siguiente:

95 —6x—63=3x(Bx—1)=3x—63+64—64=3x(Bx—1)=3x+1-64

9. Halle el Trinomio Cuadrado Perfecto, para ello debe factorizar —3xy 7.
Ix(Bx—1)=3x+1-064 = 3x(Bx—1)—1(3x-1) — 064
= (Bx—1)3Bx—1)—064
=(x—1) 064
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10. Escriba la expresién como una diferencia de cuadrados.

Bx—1F—64=(Bx—1-8) Bx—1+8)

11. Efectué las operaciones indicadas teniendo en cuenta que si al inicio multiplicé por 4 y
por el coeficiente que acompafia al primer término de la expresion, debe dividir la
expresion resultante en 4 y por el coeficiente que acompana al primer término de la

expresion.

;(3x—1—8)(3x—1+8)=;(3x—9)(3x+7):[3x3_9j(3x1+7j= (x=3)(3x+7)

Por tanto: 3x°— 2x— 21 = (x—3) (Bx + 7).

Ejemplo 2 (Cuando b es impar)
Factorice el siguiente polinomio p(x)= 2x° + 7x + 6

1. Ordene el polinomio p(x) tomando como referencia una de las variables.
Plx)=2x"+7x+6
2. Si el segundo término del trinomio es impar, multiplique toda la expresiéon por 4; si es
par no debe multiplicar.

425 + 7x + 6) =8x" + 28x + 24

3. Multiplique toda la expresion (polinomio) por el coeficiente que acompafa al primer

término de la expresion del polinomio inicial.

2(85° + 28x + 24) = 16x° + 56x + 48
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4. Exprese el término de la mitad (segundo término) como dos cantidades iguales.

1657 + 565 + 48 = 1657 + 28x + 28x + 48

5. Desarrolle una descomposicion prima de cada uno de los términos del polinomio p(x).

165°
87
457

257

N N NN

2
X

b

X X

71

28x
14
7

X

1

2 + 28x | 2 + 48 | 2
2 14x | 2 24 2
7 7x |7 12 2
x x x 6 2
1 3 3

1

Es bueno recordar que no es necesario hacer la descomposiciéon prima del término

Halle el factor comin de los dos primeros términos que debe coincidir con la raiz

cuadrada del primer término.

independiente.
0.
16x° | 2 +
87 |2
47 |2
27 |2
2
x| x
x| x
1
7.

28x
14
75

X

1

dx (dx+7)

b

Multiplique los polinomios primos constantes del Segundo Término que no fueron

seleccionados en el paso anterior y el resultado elévelo al cuadrado.

28x | 2

T4x | 2

7x 7

x | |
1

Como 2, 2 y x fueron el factor comun de los dos primeros
términos, no se tiene en cuenta; en cambio, se tiene
presente el 7, pues es polinomio primo que no fue
seleccionado como factor comin de los dos primeros
términos.

Se multiplica: 701="7
Se eleva al cuadrado: (7)* =49
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8. El nimero elevado al cuadrado ayuda a completar el Trinomio Cuadrado Perfecto,
para eso se debe sumar y restar un término adecuado para que nos dé el nimero
elevado.

Como 49 fue el numero que ayuda a completar el Trinomio Cuadrado
Perfecto y el polinomio tiene como término independiente al 48, se
debe buscar un nimero que sumado o restado con 48 de 49, el numero

propio es 7; asi que tenemos lo siguiente:

1657 + 28x + 28x + 48=4x (Ax+ 7) + 28x + 48 + 1 — 1=4dx (dx + 7) + 28x + 49— 1

9. Halle el Trinomio Cuadrado Perfecto, para ello debe factorizar 28x con 49.

Ix@x+7)+28x+49—T=4d4x@dx+7)+ 7 [@x+7)-1
=@x+7)@dx+ 7)1
=@x+ 771

10. Escriba la expresion como una diferencia de cuadrados.
@Ax+ 7 —1=@Ax+7—1)@x+ 7+ 1)
11. Efectué las operaciones indicadas teniendo en cuenta que si al inicio multiplicé por 4 y
por el coeficiente que acompafia al primer término de la expresion, debe dividir la

expresion resultante en 4 y por el coeficiente que acompana al primer término de la

expresion.

11 1 4x+6 )\ 4x+38
ZE@x+7—0@x+7+0_§mx+wmx+&_( 5 j( 1 )—ux+®u+2>

Por tanto 2x° + 7x + 6 = (2x + 3) (x + 2).
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CAPITULO 2
ANALISIS DE LA ENSENANZA

La factorizacién de polinomios es un topico propio del dlgebra escolar, en la que
existen diferentes propuestas para su enseflanza, unas con base en la geometria y otras en la
misma algebra, a continuacién se presentaran algunas propuestas que hacen variados autores

en sus libros escolares, teniendo en cuenta algunos casos de la factorizacion.

Caso I: Factor Comiin
La primera propuesta de ensefianza que se va ha analizar es la realizada por Aurelio Baldor en
su libro Algebra, esta tiene como eje fundamental la aplicacién de la propiedad distributiva de la

multiplicacién con respecto a la adicion en sus ejercicios.

Al estudiar el caso de factor comun se consideran dos opciones, la primera “factor comun
monomio” que hace referencia a la propiedad mencionada usandola en polinomios donde el
factor comuin es un monomio, en cambio la segunda, “factor comun polinomio” muestra que
el factor comun es un polinomio, que en la mayoria de los ejercicios son de dos o tres términos
y para obtenerlo escriben la expresion como un cociente, con el fin, que el estudiante visualice
cual es el factor que tiene en comun la expresion y lo desarrolle, un ejemplo de ello es:

Descomponer, 2x (a—1)—y (a—1)

El factor comun es (@ — 1), dividendo los términos de la expresion dada entre el factor

comun (2 — 1); tenemos,

2x(a=b _,. —ya-b__
(a-1) o (a-1)

obteniendo, 2x (@—1)—yla—1) = (a— 1) (2x—y).
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Otra propuesta para realizar la factorizacién de un polinomio a través del caso de factor
comun, es presentada en el texto escolar Desafios Matemticos de octavo grado’, donde antes de
empezar a abordar el caso de factor comun realizan un trabajo previo caracterizado porque los
estudiantes busquen el nimero en sopas numéricas, figuras y crucigramas a partir de sus

factores primos, de igual forma lo realizan para los monomios.

Posteriormente a este trabajo realizado, se presentan los requerimientos para factorizar por
factor comun, manifestando que es necesario “calcular el maximo comun divisor de los
coeficientes y el maximo comun divisor de las partes literales, el producto de los resultados
obtenidos es el factor comun”, luego dividen cada término del polinomio entre el factor
comun, los cocientes obtenidos por el factor comin conforman la expresiéon factorizada, es
notorio que no se explica como se obtiene el maximo comun divisor de los factores literales,

asumiendo que los estudiantes lo realicen como los coeficientes del polinomio.

Ejemplo:

Factorice 6x°y — 15x:

Elm.cd. (6, 75) = 3 y m.c.d. (x7), x)= x entonces el factor comun es Jx, realizando la

2
X7y _ 2y oy, 15x _
3x

=5

division se obtiene:

Luego la expresion factorizada es 6x7y — 15x =3x (2xy — 5).

Otro enfoque a la propuesta de ensefianza al caso de factor comun es realizado por el libro
L. . . . 8 .

Matematicas 8 Aplicaciones y Conexiones’, donde muestran como obtener los factores primos y el

maximo comun divisor MCD de los nimeros, luego desarrollan un trabajo similar como lo

hace la propuesta del libro Desafios Matematicos con la diferencia que retoma la multiplicacion de

7Martines, Soraya (2003); Desafios Matematicos, Ed. Norma, Bogot4, Diciembre 2003.
¥ Foster, Alan; Burrill Gail (2000); Matematicas — Aplicaciones y Conexiones, Ed. Mc Graw Hill,
Bogota, Septiembre 2000.
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polinomios y un modelo geométrico, con el fin de establecer ciertas relaciones con temas

estudiados con anterioridad; un ejemplo de ello es:

Modelo Multiplicacion de Factorizacion de

polinomios Polinomios

3x —4y

Sx(Bx—4y) = 155" — 20xy 1557 — 20xy = 5x(3x — 4y)
Sx 155° — 20xy

Factor Comiin por Agrupacion

La propuesta de ensefanza de Aurelio Baldor para el caso factor comun por agrupacion de
términos, toma la propiedad asociativa como el primer paso para desarrollar la descomposicion
factorial con el fin de encontrar los términos que hay en comun, luego obtienen el factor
comun usando dos veces la propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la

adicion, logrando la factorizacion del polinomio.

Ejemplo:

Factorizar 3m* — 6mn + 4m —8n

“Los dos primeros términos tienen el factor comun 3 y los dos ultimos términos el factor

4, agrupando, tenemos:”
3m® —6mn+4m—8n= (3m2 - 6mn)+ (4m —8n)=3m(m —2n)+ 4(m —2n)=(m —2n)3m + 4),

obteniendo que: 3m* — 6mn +4m—8n=(m—2n)3m+4).
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Trinomio Cuadrado Perfecto
El trinomio cuadrado perfecto es el caso mas reconocido por los estudiantes del algebra y

Aurelio Baldor en su libro lo desarrolla siguiendo una serie de pasos.

El primer paso explica que es un cuadrado perfecto y como se obtiene la raiz cuadrada de un
monomio, el segundo paso muestra porque un trinomio es cuadrado perfecto y el tercero es la
regla para factorizar, resaltando en este ltimo que se debe extraer la raiz cuadrada del primer y
tercer término del trinomio, teniendo en cuenta que el signo que esta entre ellos es el signo del
segundo término del trinomio, luego se eleva al cuadrado toda la expresion; un ejemplo de ello
es:

Factorizar 1 — 16ax’ + 64 a°x’

Extrayendo la raiz cuadrada del primer y tercer término del polinomio se tiene:

1 —16ax" + 64 &x°

N,

- 8ax’
Elevando al cuadrado se obtiene: 7 — 76ax" + 64 a'x’ = (1 — 8ax’)’.

Otra forma en que se puede abordar los Trinomios Cuadrados Perfectos es a través de su
interpretacién geométrica, como lo propone el texto escolar’ Matemiticas 8°, donde
simultaneamente al mostrarle la representacion geométrica le muestra que es un Trinomio

Cuadrado Petfecto.

? Martin, Hugo (1999); Matematicas 8°, Ed. Santillana, Bogotd, Noviembre 1999.
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El esquema es el siguiente,

a a | ax a
- 2
a
7
x| X ax
a
X a
a
X ax
X ax
a
X
2
XX

Elareaes a’ +ax +ax + 5’ =d + 2ax + x° = (a + xf.

La propuesta del libro Matemaiticas 8§ Aplicaciones y Conexiones para la ensefianza del Trinomio
Cuadrado Perfecto, muestra un trabajo similar al propuesto por Aurelio Baldor con la
diferencia que relaciona temas estudiados, que son plasmados en una tabla para determinar si
un polinomio de tres términos es factorizable y porque se le denomina un trinomio cuadrado
perfecto; un ejemplo de ello es el siguiente cuadro que recopila toda la informaciéon con

respecto a un solo ejercicio.
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Modelo Elevando un binomio al Factorizando un cuadrado

cuadrado perfecto trinémico
v 3
v+ 3)=0v+20)03)+ 3 | r+ov+9=0r+20)03)+ 3
v v v =r+6v+9 =w+3)°

3 v 3

Diferencia de Cnadrados
La Diferencia de Cuadrados hace referencia a los productos notables, asi que Aurelio Baldor
toma este hecho y muestra la diferencia de cuadrados como el producto de la suma de la raiz
cuadrada de sus dos términos por la diferencia de la raiz cuadrada de sus dos términos.
Ejemplo:

Descomponer 16x° — 25

Como la rafz cuadrada de 76x° = 4x y la rafz cuadrada de 25)" = 5y’
Ahora ‘multiplico la suma de estas raices (4x + 5y°) por su diferencia (#x - 5°), asf que:

1657 — 25y' = (dx + 57)Ax - 57)).

Trinomios de la Forma x°+ bx + ¢

Este caso de factorizaciéon se usa normalmente para resolver ecuaciones de segundo grado,
Aurelio Baldor propone para descomponer trinomios de la forma x”+ bx + ¢ se debe encontrar
la raiz cuadrada del primer término del trinomio y colocarlo como primer factor de los dos
binomios, luego buscar dos nimeros que sumados den & y multiplicados den ¢, para ubicarlo

como segundo término de los dos binomios.

Un ejemplo de ello es:
Descomponer x°+ 5x + 6, el trinomio se descompone en dos binomios, la raiz
cuadrada del primer termino es x, luego x*+ 5x + 6 = (x ) (x ), se busca
posteriormente dos nimeros que multiplicados den 6 y sumados den 5, los nimeros

son 2y 3, asf que: x°+ Sx + 6 = (x + 2) (x + 3).
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En algunos casos Aurelio Baldor propone hacer la descomposiciéon en factores primos del
tercer término con el fin de encontrar dos nimeros cuyo producto de el tercer término del

trinomio y su suma de el coeficiente del segundo término del polinomio.

Un trabajo similar hace el libro Desafios Matemaiticos 8, que propone formalmente que la

factorizacion de este tipo de trinomio sea de la siguiente manera:
X+ bx +¢= (x+m) (x+n)donde m y nsonenteros talesque w +n=>b y mn=c
La parte interesante es que proponen el trabajar con una tabla auxiliar que relaciona los

numeros 7 y 7 su producto y su suma, concluyendo que si no se encuentra dichos numeros el

trinomio no es factorizable por este método.

Ejemplo
Factotizar X'+ x— 6 yx' —10x —6
m n mn mt+n
1 -6 -6 -5
2 -3 -6 -1
-1 6 -6 5
-2 3 -6 71

Es claro que 7 y n son los divisores de — 6, luego se toman — 2 y 3 obteniendo,
X+ x—6=(x=2)x+3) yx —10x —6 no es factorizable ya que no existen un par

de nimeros que sumados den — 10.

Trinomio de la Forma ax’+ bx + ¢
Para resolver ecuaciones de segundo grado algunas veces es necesario factorizar trinomios de
la forma ax’+ bx + ¢ Aurelio Baldor propone que su descomposiciéon se debe realizar de la

siguiente manera: amplificar todo el trinomio por el coeficiente de %, dejar indicado el
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producto del segundo término y hacer la descomposicion de factores primos del término
independiente con el fin de encontrar dos nimeros cuya suma de el coeficiente de x y su
producto de . Como la descomposiciéon de un trinomio es el producto de dos binomios
donde el primer término de los dos binomios es la raiz cuadrada del primer término del
trinomio amplificado y el segundo término de los binomios son los numeros encontrados que

cumplen con las condiciones mencionadas anteriormente, un ejemplo de ello es:

Descomponer 6x° — 7x — 3

Multiplicamos todo el trinomio por 6,
3657 — (6)7x— 18 = (6x) — 6(7)x— 18

Buscamos dos nimeros tal que: 9 -2 =7 y (9)(2) = 18. Hallamos la raiz cuadrada de
(6x) que es 6x. Fl trinomio se descompone en dos binomios (6x— ) (6x— ) con los
numeros encontrados lo ubicamos como segundo término de los dos binomios
obteniendo lo siguiente: (6x — 9)(6x + 2), como al principio se multiplico todo el
trinomio por 6, ahora se debe dividir por 6 toda la expresién, para no alterar el

trinomio.

(63~ 9)6(6x +2)_ (6’“3_9)(6’“; 2)_ (2x-3)Bx+1), luego :6x% —Tx—3=(2x—3)Bx+1)

Otra manera para abordar este caso, es usar el caso previamente estudiado de factorizacion de
trinomios de la forma x° + bx + ¢y el factor comun, es asf como en el texto escolar Desafios

Matematicos de octavo grado propone:

Halla # vy m enteros tales que zn = ac y m + n = b se reemplaza b como m + n se

agrupa y factoriza en cada binomio el término que hay en comun.
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Ejemplo:  Factotizar 6x° + 23x + 20
Descomponer 120 = (6)(20) en factotes primos: 120 = ((2)2)(2)((3)(5))= (8)(15)
6 + 23x + 20 =
657+ 8x + 15x + 20 =
(657 + 8x) + (15x + 20) =
2x (B +4) + 5(3x + 4) =
(B + 4)(2x + 5)

Luego, 6x°+ 23x+ 20 = (3x +4) (2x + 5).

Factorizacion de Trinomios
En el texto escolar Hacia la Matemadtica de grado octavo del profesor Yu Takeuchi y otros
autores, proponen que los trinomios se pueden factorizar “sumandole y restandole un término

adecuado”, trasformandolo asi en una diferencia de cuadrados.

2
2 . . 4
x“ + pxse puede convertir en un cuadrado sumandole —

2 2
P+ px=[x’+ x+(£j —(ﬁj
p p ) 5
p ’ p ’
4 x:(x+—j _H
P 2 2

Ejemplo
Descomponer x°+ 6x + 5
Para factorizar este polinomio es necesario sumar y restar 4.
Mt bx+ 5=+ 6x+5+4)—4

="+ 6x+9)—4
=@x+3-2
=(x+3-2)(x+3+2)
=(x+5)(x+1)
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2.1 SINTESIS DEIL ANALISIS DE LA ENSENANZA

Propuesta. ) .
(Libro). Algebra Desaf"l(?s Matematicas: | Matematicas Hacm} l'a
. Matematicos . Matematica.
Editada por o Aplicaciones de Octavo
Casos de Baldor. de Octavo Conexiones. Grado. (Yu
y .
Factorizacion Grado. Takeuchi).
Se basa en la | Calcula el maximo | Calcula el med. de | Usa la propuesta | Usa la propuesta
propiedad comun divisor de | los nimeros | del libro dlgebra | del libro  dlgebra
distributiva de la | los coeficientes y | plasmandolo editado por | editado por
multiplicacién con | de  las  partes | posteriormente a | Baldor. Baldor.
respecto  a  la | literales, el | los  polinomios,
adicion. Para | producto de los | luego relaciona la
obtener el factor | resultados multiplicacién con
comun, en | obtenidos es el | la factorizacién y
Factor algunos casos, | factor comun. | usan un modelo
Comun. escriben la | Luego dividen | geométrico, para
expresion  como | cada término del | dar una
un cociente | polinomio entre el | representaciéon a la
obteniendo el | factor comun, | multiplicacién.
polinomio dando como
factorizado. resultado la
expresion
factorizada.
Toma la | Este caso no es | Este caso no es | Este caso no es | Usa la propuesta
propiedad considerado  por | considerado  por | considerado por | del libro dlgebra
asociativa como | los autores, pues | los autores. los autores, pues | editado por Baldor
, rimer aso y | estd ropuesto estd ropuesto | y estd considerado
Factor Comun Elego se I};asan er}l como ejeptcicpio. como eljjetc}ijcio. fientto del caso de
por el caso anterior factor comun.
Agrupacion. para obtener la
expresion
factorizada.
Toma como | Usa la propuesta | Hace una | Usa la propuesta | Usa la propuesta
referencia los | del libro dlgebra | exploracion del libro dlgebra | del libro  dlgebra
productos editado por | usando la | editado por | editado por
notables y | Baldor. geometria con el | Baldor. Baldor.
muestra la fin de visualizar
diferencia de que es una
cuadrados  como diferencia de

Diferencia de
Cuadrados

el producto de la
suma de la raiz
cuadrada de sus
dos términos, por
la diferencia de la
raiz cuadrada de
sus dos términos.

cuadrados. Luego
usa la propuesta

del libro  dlgebra
editado por
Baldor.
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Propuesta.

(Libro). Algebra Desaf:lc?s Matematicas: | Matematicas Hacr‘} l‘a
. Matematicos .. Matematica.
Editada por Aplicaciones de Octavo
Casos de Baldor. de Octavo y Conexiones. Grado. (Yu .
Factorizacion Grado. Takeuchi).
Explica  porque | Usa la propuesta | Realiza un trabajo | Usa la geometria | Usa la propuesta
son trinomios | del libro dlgebra | similar al libro | como una manera | del libro digebra
cuadrados editado por | dlgebra editado por | de representar | editado por
perfectos, luego | Baldor. Baldor, con la | TCP. Baldor.
realiza el diferencia que
procedimiento hace una relacion
para  factorizar, con la geometria,
teniendo en especificamente  a
Trinomio cuenta que  se la nocion de 4reas;
Cuadrado debe obtener la esté  trabajo es
P rafz cuadrada del plasmado en un
erfecto .
primer y tercer tabla.
(T.C.P) término, el signo
que esta entre
cllos es el signo
del segundo
término del
trinomio y toda la
expresion se eleva
al cuadrado.
Usan la | Usa la propuesta | Usa la propuesta | Usa la propuesta | Convierte el
descomposicion del libro dlgebra | del libro dlgebra | del libro dlgebra | trinomio en una
de factores | editado por | editado por | editado por | diferencia de
primos del tercer | Baldor, basado en | Baldor. Baldot. cuadrados,  para

Trinomio de la

Forma

x> +bx +c¢

término, con el fin
de encontrar dos

numeros que
sumados de el
coeficiente del
segundo  término

y multiplicados de
el tercer término
del trinomio.

una tabla auxiliar

que hace una
relacion de los
nameros

encontrados  con

su suma y su
producto.

ello deben sumar y
restar un término
adecuado.

Trinomio de la

Forma

ax 2 +bx +c¢

Amplifica todo el
trinomio por el

coeficiente del
primer  término,
luego

descompone  en
factores primos el
nuevo término
independiente 'y
acuden al caso
anterior
(trinomios de la
forma x? + bx + ¢
para no alterar la
expresion realizan
una divisién por
el coeficiente del
primer término.

Realiza un trabajo
similar al  libro
Algebra  editado
por Baldor, con la
diferencia que
agrupa y factoriza
en cada binomio
el término que hay
en comun.

Usa la propuesta

del libro dlgebra
editado por
Baldor.

Usa la propuesta
del libro dlgebra
editado por
Baldor.

Convierte el
trinomio en una
diferencia de
cuadrados,  para

ello deben sumar y
restar un término
adecuado.
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CAPITULO 3
ANALISIS DEL APRENDIZAJE

En la actualidad, la educaciéon matematica pretende que los conocimientos trabajados
en la escuela con los estudiantes tengan un mayor alcance, que sean mas duraderos rompiendo
con esquemas tradicionales que sélo ensefiaban procedimientos y aprendizaje de conceptos,
restandole importancia al desarrollo de diferentes pensamientos, ( numérico, espacial, métrico,
aleatorio, variacional,( MEN, 1998))y procesos que se pretenden desarrollar en la educacion
matematica actual, los cuales permitan que los estudiantes hagan uso y trasciendan sus
conocimientos a situaciones dentro y fuera de la matematica en especial en su vida y labores

cotidianas.

Teniendo en cuenta los pensamientos y procesos que se pretenden alcanzar en una clase de
matematicas en especial en una de algebra los lineamientos curriculares proponen algunos
grandes aspectos que rodean la organizacion del curriculo y por supuesto de las propuestas de

~ . 10
ensefanza que se hagan sobre las mismas, entre estos tenemos

Conocimientos Bdsicos: Estos se encuentran relacionados con procesos especificos donde se
desarrollan pensamientos matematicos conectados directamente con sistemas propios de la
matematica.

Procesos Generales: Estos procesos son actividades que los estudiantes deben desarrollar en el
proceso de aprendizaje tales como el razonamiento, la resoluciéon de problemas, la

comunicacion, la modelacion, elaboracion, comparacion y ejercitaciéon de procedimientos.

Tomando como referente estos dos elementos organizadores y de una forma mas especifica es

de nuestro interés el abordar algunos elementos relacionados con los conocimientos basicos

10 Lineamientos Curriculares Matematicas, MEN, 1998
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que tienen que ver con el desarrollo del pensamiento variacional, los sistemas algebraicos y
L. 11 . ., .,
analiticos ; realizando una conexién con los procesos generales por el lado de la elaboracion,

comparacion y ejercitacion de procedimientos.

Cuando se hace referencia al desarrollo del pensamiento variacional se hace énfasis en que las
propuestas de enseflanza desarrollen actividades para el aprendizaje de los conceptos
algebraicos, pero de manera muy importante la enseflanza de  ‘procedimientos
. 11 . . . . . , .

interestructurados’ que relacionan los procedimientos aprendidos en la aritmética y que pretenden
transformar las expresiones algebraicas que modelen diferentes situaciones problema tanto de

actividades propias de las personas como de la matematica misma.

Es un aspecto importante y apropiado cuando se realiza una propuesta de ensefanza que
pretende abordar un procedimiento y es que “las estructuras conceptuales se desarrollan en el tiempo,
que su aprendizaje es un proceso que se madura progresivamente para hacerse sofisticado” (Filloy E, Rojano
T; 1999), de igual forma realizar la propuesta de nuevas situaciones con mayor grado de

dificultad llevaran al estudiante a replantear y a realizar conceptualizaciones matematicas.

De otro lado se hace necesario considerar que un proceso muy importante a desarrollar en el
aprendizaje del élgebra es el de la modelacién, proceso en que el estudiante formula
matematicamente un problema o situacién real, a través de un modelo matematico sobre el
cual puede sacar conclusiones, calcular, transformar, revisar y trasladar nuevamente al

problema original, validando el modelo o dejando claro que debe plantear otro.

Es claro que el estudiante desarrolla varias etapas en su aprendizaje entre la formulacion de un
modelo matematico y la validacién del mismo, entre estas la de mayor interés en este trabajo de
grado, hace referencia a cuando el modelo matematico es una expresion algebraica y se deben
realizar varias transformaciones para poder encontrar una soluciéon o una expresion equivalente
en donde hara uso de varias estructuras aprendidas en la aritmética que presuponen que el

estudiante tiene un amplio dominio de procedimientos y rutinas usuales y secuenciales,

1. . .
Lineamientos Curriculares, MEN
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denominadas como algotitmos o meétodos de calculo entendidos como pasos especificos que
llevan a un resultado y que estan ligados e su mayoria a elaboraciones sinticticas de las expresiones

simbilicas del lenguaje matematico.

A continuacién se mencionan algunos aspectos relacionados con las etapas descritas en el
parrafo anterior correspondientes con los procedimientos y las transformaciones realizadas a
una expresion para hallar un resultado o para obtener una expresion equivalente, a estos

procedimientos se les denomina Procedinzientos Analiticos.

3.1 Procedimientos Analiticos
Existen varios procedimientos asociados al aprendizaje del algebra entre los que se encuentran
procedimientos de tipo Aritmético, Métrico, Geométrico y Analitico este subdividido en

actividades tales como calcular, graficar, medir y transformar.

El proceso que se pretende desarrollar en esta propuesta es el concerniente al proceso analitico
de transformar expresiones algebraicas en otras equivalentes a través de operaciones y

propiedades matematicas

La aplicaciéon de un procedimiento conlleva mucho mas que Saber Hacer, es saber en que
ocasiones se aplica, que modificaciones pueden hacerse de acuerdo a la situacidon especifica y
como verificar que los resultados obtenidos son correctos es decir validar la transformacion, es
asi que como se puede concluir que “e/ conocimiento procesal implica diferenciar procedimientos de los que

. sy 12
Sfuncionan como de los que no y del sustento matemitico que lo sustenta

El procedimiento de la factorizaciéon se encuentra considerado como analitico y de
transformacion en expresiones equivalentes, o también denominado como reordenamiento y

manipulacién caracterizado por pasos e instrucciones que le permiten al estudiante transformar

12 . . . . L. . . )
Rico Luis, Consideraciones sobre el cutrriculo escolar de Matematicas, Lineamientos cutriculares,
MEN;,1998
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las expresiones, es importante mencionar que la ejecucion de dichos pasos puede tomar tiempo
y requiere un trabajo cuidadoso que no debe precipitarse en el afin de buscar una solucién al
problema para el cual fue planteada la expresion, se conocen cuatro aspectos que deben
tenerse en cuenta cuando se reordenan y manipulan expresiones'
Descubrir la posibilidad de manipular expresiones como el resultado del encuentro de
diferentes expresiones para la misma situacion.

® Darse cuenta de que una expresion es una entidad propia

® (Concebir una expresion algebraica que se ha construido y que por lo tanto se puede

deshacer o desbaratar.

® Decidir como manipular expresiones y con que fin.

Estos cuatro aspectos deben desarrollarse con el suficiente tiempo para que los estudiantes
entiendan cada una, en especial el hecho que comprendan que no hay una tnica expresion que
modela la situacién si no que se plantean varias teniendo en cuenta distintos aspectos
geométricos o aritméticos de la situaciéon propuesta, llevando a cabo procedimientos como
medir, contar y generalizar posteriormente hacer un registro fiable que permita encontrar
regularidades y establecer comparaciones que den lugar a expresiones equivalentes de la

situacion planteada.

El hecho de registrar las diferentes expresiones que van surgiendo cuando se pretende
resolver una situacion, permiten aplicar variadas reglas algebraicas, observando que expresiones
cambian, cuales permanecen iguales, si diferentes secuencias de simbolos pueden expresar la

misma generalidad, pasando por preguntas como:
® Jas dos expresiones tendran la misma respuesta
® Se puede verificar que las dos expresiones son equivalentes.

® Puede llegarse de una expresion a la otra o viceversa.

" Mason J, Rutas hacia el dlgebra.
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® Esasi como se puede concluir que “La idea que una expresion puede ser reordenada es un paso

grande que se da en cualguier ruta hacia el dlgebra™ .

Por otra parte tenemos el hecho que los estudiantes deben considerar las expresiones como
entidades propias vistas como la solucién de un problema, que exhiben la estructura del mismo
permitiendo una vinculacién entre problema y expresion lo que pone de manifiesto que
conociéndola se pueden analizar aspectos de que como fue construida y por lo tanto de como

puede ser modificada o en un lenguaje comin como puede deshacerse.

Cuando se comprende de donde fue planteada la expresién, como es su estructura y se
visualizan algunas posibilidades de deshacerla, se percibe como un resultado de varios pasos y
operaciones donde intervienen variadas reglas algebraicas, que algunas ocasiones pueden dar
lugar a transformar expresiones complejas en expresiones simples conociendo el paso de la una
a la otra. Esta actividad de conocer el paso de la una a la otra permite que se comprenda por
parte de los estudiantes el principio general de “Construir y Deshacer” pasando en algunas
ocasiones por el proceso de reordenar, obteniendo como resultado que los estudiantes
transformen expresiones algebraicas a través de variadas percepciones de manipulacién

algebraica

Tomando como referentes los aspectos mencionados en los parrafos anteriores se realizo la
propuesta de ensefianza para la factorizacioén interpretada como un proceso procedimiento
analitico, que transforma expresiones algebraicas en otras equivalentes que se evidencia en el
software titulado “Aprendamos a Factorizar”, el cual propone actividades desde una vision
relacionada con la aritmética pasando por la descomposicion en factores primos de un numero
y luego de expresiones algebraicas en polinomios primos, trabajando progresivamente por

monomios, binomios y trinomios.

'* Mason J, Rutas hacia el 4lgebra.
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Las actividades que se proponen en el software se realizan con base en el caso de factor
comun, llevando al estudiante a que complete las expresiones con los términos necesarios para
aplicar la propiedad distributiva, con el fin que el estudiante encuentre una relaciéon directa
entre el trabajo que ha realizado por afios en la aritmética y que ahora realizara en el algebra;
otro aspecto importante es el hecho que las actividades hacen un intento por mantener una
serie de instrucciones similares en todos los casos de factorizacion a fin de que el estudiante no
se encuentre saturado de muchas instrucciones particulares para cada caso planteado, lo que

permitira la facilidad del aprendizaje del algoritmo para factorizar.

De otro lado se proponen diferentes secciones del software, dentro de las que se encuentran:
Recuerda, esta seccion pretende recordarle al estudiante algunas definiciones o propiedades que
el ha trabajado en el transcurso de su vida escolar y que seran de gran importancia en la
actividad que va a desarrollar; Conclusion Sugerida, esta parte incluye una posible solucién o
conclusiéon de alguna situacion o pregunta realizada dentro de la actividad a fin de que el
estudiante sea capaz de analizar, modelar, comunicar y realizar un procedimiento, de forma
individual, grupal y con el software; _Aplica lo Aprendido, este es un espacio para que el
estudiante revise lo que ha venido trabajando en las actividades, a través de diferentes tipos de
ejercicios que le permiten poner en juego las distintas representaciones que tienen una
expresion algebraica y que a su vez pueda evaluar si los procedimientos empleados son
correctos con un link llamado Revisar. El software ofrece un juego como actividad
complementaria que a su vez permite evaluar los procedimientos trabajados a lo largo del
mismo en un ambiente apropiado para la edad y actividades propias de los estudiantes de grado

octavo.
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CAPITULO 4

EL USO DEL COMPUTADOR COMO MEDIADOR EN EL
PROCESO DE APRENDIZAJE

El computador es una de las herramientas de la tecnologia que ha tenido un gran auge
en los ultimos anos, esto indica que se abren nuevas perspectivas intelectuales y formas de
abordar el conocimiento, produciendo en los estudiantes, nuevas estrategias cognitivas que
favorecen el desarrollo de ciertos aspectos del individuo como lo es la creatividad. Asi que la
tecnologia no sélo sirve para divertir a las personas, sino contribuye en la formacién académica

de los seres humanos.

Incorporar la tecnologia en una ambiente escolar no se limita al uso de un objeto o artefacto
moderno que ayuda a obtener un resultado u optimizar una tarea, debe también crear espacios
y tiempos para desarrollar el pensamiento, las habilidades y las competencias que tienen los
estudiantes. Entonces la educacién ya no basta con formar personas educadas, sino educables,
capaces de aprender y adaptarse durante toda su vida a un ambiente que esta en constante

evolucion (Soto A, 1998), en donde la tecnologia es un facilitador de esto.

Un estudiante que en la escuela le generan un espacio con tecnologia desarrolla una actitud
reflexiva, social, comunicativa y creativa; Reflexiva, porque analiza instrumentos tecnolégicos
con el fin de detectar problemas o encontrar cierta funcionalidad a una necesidad determinada;
Social, el trabajo en equipo fortalece el conocimiento de si mismo y del grupo, ademas genera
seguridad y confianza en lo que realicen; Comunicativa, al existir un trabajo en equipo, la
comunicaciéon de las ideas, propuestas, logros y dificultades deben hacerse en un lenguaje
adecuado y entendible, de tal forma que el desempefio que realicen, esté acorde con lo que se
ha planteado; Creativo, la posibilidad que el estudiante disefie o actué con actividades usando o

manipulando herramientas y equipos, potencializa el ingenio y el pensamiento del educando.
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Todo esto muestra que la tecnologia no sélo es un dispositivo didactico, sino hace parte de
nuestra concepcion del mundo y de cémo nos relacionamos con éste, que hace parte de

nuestra cultura y en consecuencias de unos conocimientos.

La tecnologia por si sola no genera el desarrollo que se desea en el estudiante, si no se tiene
claro qué es lo que se puede y se debe hacer con una tecnologia especifica, pues se ha creido que la
introduccién de un objeto moderno automaticamente impacta la calidad educativa, a menos
que sepan que es lo que se debe hacer, obteniendo resultados concretos. Segtin Schank R",
1995 en su libro Engines for education, “los computadores ya estan en las aulas. Infortunadamente
la mayoria de lo que hay es horrible. Hasta hoy, los computadores en el medio educativo
vienen siendo usados para juegos y para enseflar a los estudiantes a utilizar una hoja
electronica. Parece que nadie se ha preocupado lo suficiente por comenzar a construir lo que se
necesita.” Quiere decir que si no se tiene claro hacia donde se quiere apuntar con la tecnologfa,
los aparatos modernos se convierten en sistemas de procesamiento de informacién mas no en

herramientas educativas adecuadas a la necesidad de cada area.

4.1 La tecnologia como mediador en Ia clase de matematicas

Los seres humanos por naturaleza poseen instrumentos tangibles y simboélicos que contribuyen
al funcionamiento mental, tanto a nivel individual como a nivel de grupo; la presencia de estos
instrumentos en una actividad cognitiva es la de ser mediadores entre el estudiante y el
conocimiento, asi que la mediacién de un instrumento transforma la raiz de la actividad

cognitiva del educando y mas si estos instrumentos son medios tecnologicos.

Si se tiene claro que la tecnologia por si sola no es el objetivo central de una clase, sino el
pensamiento matematico que pueden desarrollar los estudiantes bajo la mediaciéon de algun
aparato tecnolégico, se aumenta la capacidad de ofrecer medios alternativos de expresion
matematica y formas de manipular objetos matematicos, generando en los educandos ideas que

ayudan a consolidar un conocimiento.

1 Citado por Campo Rafael, 2000; en su libro Los computadores, en la nueva vision educativa.
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Trabajar en un medio computacional genera en los estudiantes un mundo virtual, el cual tiene
que explorar y describir las abstracciones de la estructura matematica que encuentra, con el fin
de organizar sus propias ideas, lograr una sistematizaciéon de ello y establecer conexiones con el
tema abordado; esto se evidencia cuando los lineamientos curriculares de matematicas hacen
referencia a que los aparatos tecnolégicos como calculadoras “aligeran y superan la capacidad de
calenlo de la mente humana, por eso su uso en la escuela conlleva a enfatizar mais la comprension de los procesos

matematicos que a la mecanigacion de ciertas rutinas.”(MEN 1998).

Cuando el medio computacional contribuye a generar en el estudiante otro sistema de
representacion virtual y que es ejecutable, aparte de que ¢l posee, el papel de estudiante cambia,
pues es llevado a desarrollar y consolidar procesos de interpretacion, deduccidon y
razonamiento, que finalmente se ve reflejado cuando comprende un concepto. Un ejemplo de
esto es la capacidad de calculo que posee las herramientas tecnoldgicas, pues amplian la serie
de problemas asequibles a los alumnos y los capacita para ejecutar procedimientos con rapidez
y seguridad, permitiendo la optimizaciéon del tiempo para desarrollar conceptos y poder
modelar ciertas situacion. Asi que los sistemas de representacion virtual no soélo sirven para

registrar datos sino ampliar la capacidad de procesamiento de la mente humana.

El profesor Luis Rico'® menciona que el trabajo con tecnologfas implica “abandonar el objetivo
tradicional de fluidez algoritmica y sustituirlo por el objetivo de fluidez representacional”. ..*la tecnologia pasa
inicialmente, por un proceso de amplificacion y posteriormente por un proceso mds complejo, de reorganizacion'””’
lo que convierte el trabajo con tecnologias en una opcién para el disefio de situaciones que
desarrollen el pensamiento variacional. Esto se refleja cuando los estudiantes deben resolver

problemas planteados por un software (tutorial) o cuando el mismo software espera que el

estudiante formule y resuelva el problema (Cabri).

'® RICO L, “Fundamentacién cognitiva del curriculo de matematicas”, del libro Incorporacién de
Nuevas Tecnologias al Curriculo de Matematicas de la Educacion Media de Colombia, MEN (2000).

17 o . . ,
La amplificacion segin el profesor Rico se traduce en “hacer lo de antes, pero mejor”. Y la
reorganizacion, es ‘“hacer nuevas cosas y reorganizar las anteriores en funcién de las nuevas

posibilidades”.
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La tecnologia inventada por el hombre sirve para amplificar y re-organizar su cognicion, asi
como en su momento lo hizo el lapiz, el papel, el abecedario, hoy en dia es el computador, los
software y las calculadoras, entre otros instrumentos tecnologicos. Asi que entre mas
instrumentos que sirvan como mediadores, existen mas formas de comprender ciertas

situaciones que conlleven a un conocimiento.

4.2 Una visualizacion a los instrumentos computacionales.

Uno de los programas computacionales que tienen gran capacidad de graficacién y muestra
micromundos es Cabri, que es un programa de geometria Dindmica que hace que los
estudiantes realicen simulaciones, exploren y experimenten situaciones con el fin de confrontar
una idea y obtener una conclusiéon. Por consiguiente este entorno computacional permite
comprender como los recursos del programa estructuran la exploracién y como los recursos

expresivos del medio favorecen la sistematizaciéon (Moreno L, 2001)

Un ejemplo de lo anterior es cuando se construye un tridngulo y se quiere tener un
desplazamiento de este, mostrando ahi mismo una familia de triangulos virtuales a la que
pertenece el original, entonces dependiendo a lo que se quiera en la clase, esta situacion ayuda a
descubrir algunas propiedades y cuestionar al estudiante el porque sucedié, obteniendo una

argumentacion de esto.

Otro entorno computacional es la calculadora TI-92, esta a diferencia de otros instrumentos, el
estudiante experimenta las relaciones entre el codigo simbélico propio del lenguaje y los
fenémenos visuales que aparecen en la pantalla de la computadora, contribuyendo en el
proceso de amplificacién y reorganizacion conceptual; entonces la calculadora es una
herramienta que complementa el pensamiento del estudiante, generando efectos de
amplificacion, lo que significa que no cambia la estructura del objeto a estudiar; algo semejante
ocurre cuando la calculadora genera en los estudiantes efectos de reorganizaciéon cognitiva,

pues este instrumento hace pensar y visualizar aspectos que no se pueden presenciar a simple
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vista'®, estos dos procesos (amplificacién y reorganizacion) se desarrolla uno primero que el

Otro y su paso no es automatico, ya que genera una actividad matematica.

Es bueno aclarar que estos instrumentos tecnoldgicos no sustituyen al docente, pues su trabajo
esta en la decisiéon si emplea ciertos entornos computacionales, cuando y cémo hacerlo,
ademads cuando el profesor con sus estudiantes usa un instrumento, ¢l tiene la oportunidad de
observarlos, seguir los procesos que desarrollan los estudiantes y tomar alguna decisiéon con
respecto al estudio que realizan. Por tanto la tecnologia ayuda a los profesores a relacionar el
desarrollo de las destrezas y los procedimientos con el desarrollo mas general del conocimiento

matematico. (Principios y Estandares para la Educaciéon Matematica, 2003).

4.3 Acerca del software “Aprendamos a Factorizar”.
El software “Aprendamos a Factorizar” pretende abordar el tema factorizacién de polinomios,
donde se pretende que el estudiante “Desarrolle técnicas para factorizar polinomios, en particular, la

diferencia de cuadrados, los trinomios cnadrados perfectos y otros trinomios factorizables””.

Este software permite mostrar informacion a los estudiantes en forma interesante, significativa
y secuencial, interesante porque proyecta fondos e imagenes que actian para mantener la
atencion de los estudiantes; significativa porque permite a los estudiantes asumir un papel
activo en el aprendizaje por medio de la interaccion fisica - virtual con la informacion, ademas
lo que el estudiante puede apreciar en la pantalla, le sirve también de retroalimentacion de las
acciones y decisiones que toma €l durante su exploracién, un ejemplo de esto es cuando el
estudiante tiene que escribir ciertas expresiones, reflexionar sobre una situaciéon especifica y
compararla con la sugerida por el software; y secuencial porque esta organizado no sélo por

temas, sino que cada procedimiento necesita del anterior.

18 . . . . . o
Un ejemplo analogo es el microscopio, pues podemos ver lo que no era posible sin dicha
herramienta.

1 Bstandares Curticulares, MEN; 1998
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“Aprendamos a Factorizar”, es un instrumento de mediacién para abordar el tema de
factorizaciéon de polinomios, pues por una parte aumenta la capacidad de ofrecer otra forma de
realizar la factorizacién, sin salirse de la manera como se ha venido trabajando ; asi que este
software es un instrumento de amplificaciéon y reorganizacion dentro de un procedimiento
algoritmico. Por otra parte el papel del docente dentro del software es la de confrontar,
supervisar y tomar alguna decisién acerca de como los estudiantes estan abordando el tema de

la factorizacion de polinomios.

4.4 Elaboracion del Software y Algunos Aspectos de Ia Codificacion del mismo.

En esta parte se describird aspectos relevantes y generales de la codificacion e
implementacién del software, partiendo de que este es un tutorial y sirve para abordar el tema

factorizacion de grado octavo de la educacién basica.

El software “Aprendamos a Factorizar” fue elaborado en Visual Basic 6.0 (VB), consta de 26
formularios y un médulo, este tltimo tiene una variable de tipo entero llamada 772, que captura
el valor de respuesta cuando el usuario quiere salir del programa, esta variable esta en todos los

formularios y su aplicacion es la siguiente:

rta = MsgBox("Esta Seguro que desea salir del programa?", vbY esNo, "Confirmacion.")
If rta = vbYes Then End

Al correr el programa se encuentran con un formulario llamado Frm_MPrincipal, que es el
menu principal, este formulario consta de 7 commandbutton que es un control estandar de
VB, cada uno de ellos lo llevan a los casos de factorizacién y al juego, al hacer clic en uno de
ellos el Frm_MPrincipal se oculta y muestra el formulario que se desea ver, esto se hace con
los método hide y show que significa ocultar y mostrar respectivamente, un ejemplo de ello es:
Private Sub cmd_Descomposicion_Click()

Frm_MPrincipal. Hide

Frm_Descomposicion.Show

End Sub
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Todos los formularios tienen una barra de menu en la parte superior, esta fue elaborada a
través del editor de mend que ofrece VB, en ella encuentra ciertas opciones como informacion
al usuario, pasar a la pagina siguiente (formulario), volver al menud principal y cerrar el
programa, estas ultimas se encuentran cuando el usuario despliega la opciéon de menu que hay
en los formularios de los casos de factorizacion, asi mismo estas opciones tienen una ejecucion
rapida, que fue realizada usando la propiedad shorteut que tiene el editor de mend, un ejemplo
de ello es:

Para ir al Menii Principal el usuario puede hacer clic en menii principal o usando CONTROL + P del tecladbo.

El Frm_MPrincipal también tiene otros controles estandar como Image, Picture y Text, este
ultimo el usuario no lo puede modificar, pues sélo tiene una informacioén, esto se realizé con la

propiedad Locked = True.

Los formularios donde estan los casos de factorizacion tienen la barra de ment en la parte
superior descrita anteriormente, ademas de esta, en todos los formularios encontraran al lado
derecho una barra de herramientas, que fue elaborada usando los siguientes controles: Image y
Commandbutton; el Image usa la propiedad Picture que es un mapa de bit (en esta parte se
describié en donde estaba el archivo) y la propiedad S#rezch = True, la cual deja la imagen en su
posiciéon normal. Otro control fue el commandbutton, se usaron de 4 a 7, cada uno de ellos
tiene la propiedad blackcolor = blanco, su apariencia es blanca; downpicture es un mapa de bit (en
esta parte se escribié la ubicacién del archivo), cada vez que el usuario hace clic, cambia la
imagen del botén, esto es con el fin de obtener una animacion; Picture es la imagen que tiene el
botén sin hacer clic, esta fue importada desde un archivo especifico; style = grifico esta
propiedad hace que el botén acepte sin ningin problema la imagen que se desea y finalmente

el woltiptext que es el mensaje cuando el usuario acerca el cursor en este objeto.

Los cuatro primeros Commandbutton (cmd) tiene una programacion especifica y lleva al
usuario al formulario siguiente, un ejemplo de esto es:

Private Sub Cmd_Siguiente_Click()

Frm_FactorConin_Ejercicios.S how

Frm_FactorComiin2.Hide
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End Sub

Private Sub Cmd_MenuPrincipal_Click()
Frimn_FactorComiin2.Hide
Frm_MPrincipal.Show

End Sub

Private Sub Cmd_anterior_Click()
Frimz_FactorComiin.Show
Frm_FactorComisin2.Hide

End Sub

Private Sub mp_Click()
Frm_MPrincipal. S how
Frm_FactorComiin2.Hide

End Sub

En algunos formularios como frm_factorcomun2 encontraran el quinto botén
(Commandbutton) revisar o evaluar, en ¢l el usuario confronta su respuesta, en esta parte se
encuentra una sentencia “7f zhen else 7f” el objetivo de esta sentencia es revisar las respuestas que
hace el usuario a través de la caja de textos (control Text), si el valor escrito por el usuario es
correcto se usa la propiedad zisible = True, con el fin de mostrar el objeto que se quiere,
adicional a esto se muestra una caja de mensaje que fue creada usando la funcién msgbox (se
escribe el mensaje, el botén que se va a emplear y el titulo), el ejemplo que se describe a
continuacién corresponde al formulario frm_factorcomun? y a la pregunta ¢Cual es el factor

comun de #(a+1) + nfa+1)?

Private Sub Cmd1_Evalua_Click()
If Texct4. Texct =" Then
MsgBox "No Escribio El Término Que Hay En Compin'' & vbCrLf & "Favor Intentarlo Nuevamente.",
vbExcclamation, ""Error."
Else

If Text4d. Texct = "a+1" Or Textd. Text = "A+1" Or Textd. Text = "1+a" Or Textd. Text =
"1+A" Then
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MsgBox: "iMuy Bien!", vbInformation, ""Felicitaciones."
Texct5.V isible = True

Texct6.V isible = True
Texct7.Visible = True

Label1.V isible = True

Picture2. Visible = True
Cmdl_Evalua.Visible = False
end?2 _evalna. Visible = True
Texct4.1ocked = True
Texct4.BorderStyle = 0
Text4.BackColor = &*HFAE2BA
Text4.ForeColor = &*H80FF
Cmdl_Evalna.Visible = False
Else

MsgBox: "1 Amigo! Revisa nuevamente", vbCritical, "Error."

End If

End If
End Sub

El sexto Commandbutton es el de cerrar el programa, en ¢l esta la variable rta y la funcién de

Msgbox, esta ultima recibe el valor asignado por el usuario y de acuerdo a esto actia a su

programacion, veamos:

Private Sub Cdm_Salida_Click()

rta = MsgBox("Esta Seguro que desea salir del programa?", vbY esNo, "Confirmacion.")
If rta = vbYes Then End
End Sub

En algunos formularios como frm_tcp2 tienen otro control (Commandbutton) que se llama

Conclusion Sugerida, la funcion de este es mostrar alguna informacion y dar el paso a la siguiente

pagina habilitando el botén siguiente, en esta parte intervienen los objetos de Image, Text y
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Label con la propiedad visible = True, en los casos que el usuario tiene que escribir en la caja de
texto (Text), la propiedad que intervienen es /locked, borderstyle, blackcolor y forecolor de la siguiente
manera: Textd.Locked = True, Textd.BorderStyle = 0, Textd.BackColor = HFAE2BA,
Texct4.ForeColor = HSOFF-.

Nota: Los codigos HEAE2BAy HSOFF son los colores del fondo del formulario.

En la secciones Aplica lo Aprendido, aparece la barra de herramientas a la derecha y la barra de
opciones en la parte superior, adicional a esto, estas secciones se caracteriza por tener ejercicios
donde el usuario debe escribir la solucidn, seleccionar la respuesta o hacer clic. Cada
formulario tiene dos o tres secciones, cada seccién fue elaborada con un Frame y dentro de
este esta la caja de textos, label e Image; en algunos Frame también intervienen los controles
Checkbox y Optionbutton, este ultimo, cada vez que el usuario hace clic revisa si esta correcto
o no, un ejemplo de ello es el formulario frm_Diferencia_Ejercicios de la seccién de Diferencia

de Cnadrados, donde la respuesta correcta esta en el siguiente Optionbutton:

Private Sub Option2_Click()

MsgBox: "iMuy Bien!", , "Felicitaciones."
Frame2.1isible = True

Cmd1_Evalua.V isible = True

End Sub

En esta codificacion interviene la funciéon Msgbox, la cual felicita al usuario, muestra el Frame
y el botén evaluar, lo hacen visible, para que el estudiante continué con el segundo ejercicio

propuesto por el software.

En tres formularios de “Aplica lo Aprendido” se muestra en un Frame las claves para entrar al
juego 'y entrar a cada nivel, los formularios son frm_Trinomios_Ejerciciol,
frm_Descomposicion_Ejercicios y frm_Agrupacion_Ejercicios, una vez terminado los
ejercicios correctamente se muestra las claves, esto se hace usando un Frame, Image y Label

con la propiedad visible = True.
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Para entrar al juego el usuario debe hacer clic en el botén de juego, inmediatamente se le

solicita una clave, esto se hizo de la siguiente forma:

Private Sub Labell_Click()
contrasenia = InputBox(""Digite la clave para entrar a jugar.", "'[uego, Aprendamos a Factorizar.")
If contraseiia = "término" Or contraseiia = "TERMINO" Or contraseiia = "termino" Or contrasesia =
"TERMINO" Then
Sfrm_juegol.Show
Frm_Juego_Entrada.Hide
Else
MsgBox "Digite la clave correctamente.", vbCritical, ""Error."”
End If
End Sub

Se uso un control (labell) con la propiedad BackStyle = Transparent = 0 con el fin de mostrar la
imagen que tiene el formulario, que fue elaborada usando un Image y las propiedades Picture y
Stretch; cuando el usuario hace clic en el control labell se usa la funcién Inputbox, esta muestra
una caja de entrada, la cual el usuario debe digitar los datos, después de hacer con el mouse
Aceptar, la sentencia “if then end” revisa si la contrasefia guardada por el programa es valida o
no, en caso negativo muestra un Msgbox diciendo que la clave es incorrecta, caso contrario,

muestra el primer nivel del juego.

En los tres niveles hay una imagen distinta, el usuario debe hacer clic de acuerdo a las pistas
que de daran cada vez que conteste correctamente, esta parte fue necesario emplear los
controles Frame, Commandbutton, Label y Text. Un ejemplo de esto es el Frame4 del
formulario Frm_Juego2, el cual tiene dos cajas de textos, 4 etiquetas y dos botones, uno de los

botones es para cerrar el cual usa la propiedad 17sible = false, de la siguiente forma:

Private Sub cmd_cerrard_Click()
Frame4.V isible = False
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End Sub

El otro botén sirve para evaluar o revisar las respuestas hechas por el usuario, usa la sentencia

“if then end if”’ y la propiedad Zsible de los objetos. Un ejemplo de esto es:

Private Sub cmd_evalnard_Click()

If (Textd. Text = "a+2bc" And Texct5. Text = "a-2bc") Or (Text5. Text = "a+2bc" And Text4. Text =
"a-2bc") Or (Textd. Text = "A+2BC" And Text5. Text = "A-2BC") Or (Text5. Text = "A+2BC"
And Textd. Text = "A-2BC") Or (Textd. Text = "2be+a" And Text5. Text = "a-2bc") Then

Label15.V isible = True

cmd_cervard. Visible = True

Else

MsgBox "Revisa Nuevamente", vbCritical, "Error."

End If

End Sub

Cuando el estudiante termine de jugar aparece un Mgsbox felicitindolo por su labor, este fue

codificado de la siguiente forma:

Private Sub Labell7_Click()

Framed.1isible = False

MsgBox /MUY BIEN!" & vbCrLf & "Has pasado todos los niveles y eres acrededor de un premio,
preguntale a tu Profe cudl es."" & vbCrlf & """ & vbCrlf & ""Te felicitamos y te sugerimos que ahora en
adelante, ~ debes  practicar un  poco  mas." & vwbCrlf & "LANIMO;",  vbSystemModal,
"IFELICITACIONES! HAS TERMINADO EL JUEGO."

End Sub
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Manual del Usuario
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Este documento es un manual del usuario
correspondiente al software educativo titulado “Aprendamos a
Factorizar”, el cual se encuentra disefiado para estudiantes de
grado octavo de la educacion basica secundaria, para abordar el
tema factorizaciéon de monomios, binomios y trinomios.

Utilidad y Servicio del Software.

Fl software es una propuesta innovadora para abordar
el tema factorizacion, ya que realiza una conexion directa con
el trabajo de descomposiciéon en factores primos que los
estudiantes han venido realizando en su trabajo con la
aritmética, hecho que facilita el aprendizaje y ejercitacion del
procedimiento.

El software esta disefiado de tal forma que el
estudiante tenga el tiempo suficiente para desarrollar las
actividades es decir que puede aplicarse en varias sesiones de
clase, con la tutorfa del profesor quien desempefia un papel
importante en la ejecucién del mismo.

De otro lado se proponen diferentes secciones del
software, dentro de las que se encuentran: Recuerda, Conclusion
Sugerida, Aplica lo Aprendido, Revisar. El software ofrece un juego
como actividad complementaria que a su vez permite evaluar
los procedimientos trabajados a lo largo del mismo en un
ambiente apropiado para la edad y actividades propias de los
estudiantes de grado octavo.

Opciones de Instalacion
¢

Para instalarlo es necesario que usted cierre todas las
aplicaciones que tenga abierta en su computador. Al abrir el
CD encontrara una carpeta que se llama Instalar Factorizacion,
abrala, luego encontrara otra llamada Factorizacion, ahi
observara una carpeta Instalador, en ella estd un archivo que se
llama Setup, haz doble clic y siga las instrucciones, después de
seguir los pasos se recomienda reiniciar su computador y
ejecutar el programa desde el CD.

Ahora si usted quiere ejecutar el programa desde el
CD, debe primero instalarlo en el computador y luego abrir la
carpeta Factorizaciéon y haz doble clic en el icono que dice
Aprendamos a Factorizar, cuya extension es exe. Pues para
correr el programa es necesario instalar varios archivos a su
computador, como: GIF89.DLL, Marchoso.DLL vy
Msmecces.DLL, estos ayudan a animar y escuchar el sonido. No
se recomienda que al abrir el CD hagan doble clic en el
ejecutable, ya que necesita los archivos mencionados
anteriormente y por tanto no puede ejecutarse.
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o Elementos del Software

Barra Principal: Esta se encuentra ubicada al lado derecho de
la pantalla se encuentra en tonos grises y en ella se encuentran
algunos botones que permiten la navegabilidad por todo el
software, al desplazar el cursor sobre cada uno se despliega una
palabra que indica la funcion, entre estos estan:

Siguiente: Sirve para desplazarse a la pantalla de
trabajo que se encuentra disponible en seguida
de la que se esta trabajando, en algunos casos
esta oculto esperando que el estudiante
complete algunas actividades de forma correcta,
lo que genera que el botén sea visible.

Anterior: Este botén cumple las funciones
inversas del botén siguiente, es decir sirve para
desplazarse a la pantalla de trabajo que precede
a la actual.

€] [«]

Menu Principal: Este boton regresa a la pantalla
principal del software, desde donde se puede
trabajar en cualquier otra pantalla.

Conclusiéon Sugerida: Este botén guarda la
conclusion esperada a alguna de las actividades
o preguntas formuladas en las pantallas de
trabajo, se espera que solo se active cuando se
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haya elaborado una conclusion propia y se halla
socializado con los compafieros de la sesion de
clase.

Revisar: Este botén le permite al estudiante
verificar si las respuestas que ha colocado a las
preguntas y actividades realizadas son correctas.

Salir: Este botén finaliza el programa, y tiene en
mensaje para verificar que se desea cerrar la
aplicacion.

Barra Estandar: En esta barra se encuentran cuatro acciones, la
primera denominada mend donde se despliegan las opciones;
menu principal y salir que cumplen con la misma funcién que
los botones de la barra principal; la segunda muestra una
opcién de ayuda para trabajar en la pantalla actual; la tercera es
siguiente que se encuentra disponible en todas las pantallas de
trabajo de la aplicaciéon y por ultimo la opcidén anterior que
cumple una funcién similar al botén de la barra principal.

Mend fAyuda  Ankerior.  Siguiente,
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o Secciones del Software

Pantalla Principal o Menzi Principal

Esta es el primer contacto que tiene el estudiante con el
software, en el puede encontrar diferentes links que lo llevaran
a cada uno de los casos de factorizacion lo que permite que
pueda iniciar por cualquiera, aunque se recomienda
desarrollarlos de forma ordenada de acuerdo al numero que los
acompafia, de igual forma en esta pantalla se encontrara con
un link que lo lleva a un juego donde para entrar le sera
solicitada una contrasefia y unas claves que puede descubrir al
desarrollar las actividades del software.

Ak MENU. PRINCIRAL *++

(4 Aprendamos a Factorizar.

el

Sugerencies  Como Jugar Acercade Cerrar
L. Descomposicién
Factorial
2. Factor Comin.
3. Fastor fomin
Par Agrupacitn
4, Diferencia
de Cuadrados.
5. Trinomio Cuadrada
Perfecta.

6. Trinomios de la ]

Aprendamos a |
Factorizar. |

Informacidn

Pars estudiar la
factorizacidn haz
clic en la opeidn qus
prefiena. s
recomisnda sequir el
orden sugerido si es la
primera vez que visita
este sitio.

6

| forma ax®s b s o
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APRENDAMOS A FACTORIZAR.

En cada una de las secciones encontrara un caso de
factorizacion, que incluye una forma de abordar el tema que
sera desarrollado de forma compartida con el estudiante a
través de preguntas que el estudiante debe contestar para
poder asi continuar.

. Aprendamos a Factorizar. *** TRINOMIO CUADRADO PERFECTO 4 e [ . =10
Menid Ankeriar.
1. Descomponga el siguiente polinomio 25x2 + 40 x + L&, luego complete los ——————————————
P i factares faltantes y haz Click en el boton EVALUAR,
| = 2Bxed0x+16=25x2+ [ |+ [ |+ 16
L = Gx( )+ (Bxv4)
[
= (Bx+4) 3
=
=X = C i
b —
-
-_—
== |
1
-
Hinicio|| ] @ 5 E & > || B | Agee | B S| e | 2l |[Sae. [ SMEE wasem

También encontrara secciones compartidas para cada
caso como lo son: Recuerda, esta seccion pretende recordarle al
estudiante algunas definiciones o propiedades que el ha
trabajado en el transcurso de su vida escolar y que seran de
gran importancia en la actividad que va a desarrollar; Conclusion
Sugerida, esta parte incluye una posible soluciéon o conclusion
de alguna situacion o pregunta realizada dentro de la actividad



Manual del Usuario

—

—

a fin de que el estudiante sea capaz de analizar, modelar,
comunicar y realizar un procedimiento, de forma individual,
grupal y con el software; Aplica lo Aprendido, este es un espacio
para que el estudiante revise lo que ha venido trabajando en las
actividades, a través de diferentes tipos de ejercicios que le
permiten poner en juego las distintas representaciones que
tienen una expresion algebraica y que a su vez pueda evaluar si
los procedimientos empleados son correctos con un link
llamado Revisar.

Con el fin de familiarizarse con la seccion Aplica lo
Aprendido 2 continuacién mostraremos dos entornos de esta
maravillosa seccion.

. Aprendamos a factorizar. *** DESCOMPOSICION FACTORTAL *** o =1 |
Anterior
1. Seleceiona la descomposicisn correcta del siguiente términa 8x2a
9x%al3 9x%a 9 9x’al3
Ixtal3 x%a|x Ix’al3
xla|x? xa | x xia|x
ala ala xa | x
1 1 ala
1
(9] (9] (&

AT AT B0-TT) i

i@ Inicio |J M S a e |J WEL, | e | Eve,. | B | @0, CFa || S ape. (B BMERE oazspm
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Instrucciones para Jugar.

.

El juego esta disefiado con el fin que el estudiante
ponga a prueba sus conocimientos, ademas es una herramienta
propia que ayuda a evaluar si el educando logré factorizar
expresiones algebraicas.

Para iniciar el juego se solicita una contrasefia, esta se
encuentra en la parte “Aplica lo Aprendido” de la
Descomposicion Factorial, dicha clave es visible sélo cuando
el estudiante contesta correctamente los ejercicios propuestos.

| ga: Aprendamos a Factorizar.

Mend Principal  Ayuda Cerrar,

=

e (mEfleea] | W=

x|

Cancelar

THROS,

04:54 p.m.
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El juego tienen tres niveles, en cada nivel se encuentra
una serie de pistas, cada una de estas lleva consigo unos
ejercicios que deben desarrollar correctamente, caso contrario
el juego queda suspendido y no le dara la pista siguiente.

£ 5 T L

Menii Principal  Ayuda  Cerrar

[ Lo}
i LY BIEN | Ahora, en un libro abierto.
estdn una gafas, haz Clic y mira que sucede.

—_ b

~—

GO L, soipm

-

Bicio||| (] @ 5 @ & [T B | iy rosertt - vieros... | B manual delusuari..|[ 5 Juego: aprend...

Para entrar a cada uno de los niveles, es necesario digitar una
clave que se encuentra en la parte “Aplica lo Aprendido”, de
algunos casos de factorizacion, luego de escribirla sigue las
pistas correspondientes.

Al escribir las expresiones algebraicas, favor
escribirla todas en minuscula o toda en mayuscula.

-81 -
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| Bienvenido ¥

Este documento es un manual para el profesor acerca
de como se utiliza el software educativo titulado “Aprendamos a
Factorizar”, el cual se encuentra disefiado para estudiantes de
grado octavo de la educacion basica secundaria, para abordar el
tema factorizacion de monomios, binomios y trinomios, se
recomienda al docente que antes de leer este manual, lea el
manual del usuario.

o Generalidades del software

“Aprendamos a Factoriza’” es un software tutorial
elaborado en Visual Basic 6.0, en este usted encontrard una
propuesta distinta acerca de la factorizacion de los trinomios.

El software se puede ejecutar desde una plataforma de
Windows 95 o superior, requiere un memoria minima de
128MB y un procesador Intel Pentium I. Se recomienda usatlo
en equipos cuyo monitor es de 14 pulgadas.

‘Opciones de Instalacion

Para instalarlo es necesario que usted cierre todas las
aplicaciones que tenga abierta en su computador. Al abrir el
CD encontrara una carpeta que se llama Instalar Factorizacion,
abrala, luego encontrara otra llamada Factorizacion, ahi
observara una carpeta Instalador, en ella esta un archivo que se
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llama Setup, haz doble clic y siga las instrucciones, después de
seguir los pasos se recomienda reiniciar su computador y
ejecutar el programa desde el CD.

Ahora si usted quiere ejecutar el programa desde el
CD, debe primero instalarlo en el computador y luego abrir la
carpeta Factorizaciéon y haz doble clic en el icono que dice
Aprendamos a Factorizar, cuya extensiéon es exe. Pues para
correr el programa es necesario instalar varios archivos a su
computador, como: GIF89.DLL, Marchoso.DLL vy
Msmecces.DLL, estos ayudan a animar y escuchar el sonido. No
se recomienda que al abrir el CD hagan doble clic en el
ejecutable, ya que necesita los archivos mencionados
anteriormente y por tanto no puede ejecutarse.

El Papel del Docente En EL Software.

El profesor debe ser una gufa dentro del desarrollo de
la aplicacion del software desde su inicio, ya que en la primera
pantalla de trabajo el estudiante va ha encontrar diferentes
casos para factorizar expresiones algebraicas que aun no
conoce y es el profesor quien debe aclararle dicha clasificacion,
de otro lado el estudiante puede escoger cualquier caso para
iniciar pero en algunas situaciones se vera obligado a
desarrollar la aplicacion en el orden sugerido.
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@ Aprendamos a Factorizar. *** MENU PRINCIPAL ***

Sugerencies  Como Jugar Acercade Cerrar
L. Descomposicién
Factorial
2. Factor Comin.
3. Fastor fomin
Par Agrupacitn
primera vez que visita
este sitio,
4, Diferencia
de Cuadrados.
5. Trinomio Cuadrada » ] D
Perfecta.
- |

Factorizar.

Informacidn

para estudiar la
factorizacién haz
clic en la cpeidn que
prefiera. se

recarnienda sequir el
orden sugerido si es la

6. Trinomios de

| forma ax®s b s o

En algunas ocasiones el estudiante realizara ejercicios
donde debe completar o verificar segin sea el caso, es deber
del profesor proponer la realizaciéon de algunas actividades a
lapiz 'y papel que complementen el aprendizaje del
procedimiento y fortalezcan el razonamiento de los estudiantes
frente a las situaciones propuestas.

Se sugiere al profesor realizar un estudio previo del
software para familiarizarse con las secciones mencionadas,
cabe la pena resaltar que el software tan sélo pretende abordar
el tema, la mecanizacion del procedimiento quedara a cargo del
maestro quien debe proponer actividades adicionales que
complementen el trabajo realizado para el tema factorizacion.

—————

APRENDAMOS A FACTORIZAR.

El Papel del Docente En EL Juego

.

El juego nos ayuda a poner a prueba el conocimiento
que adquirieron los estudiantes a lo largo del estudio de la
factorizacion de expresiones algebraicas. Se recomienda que el
profesor este durante el juego para constatar si el estudiantes
esta resolviendo los ejercicios o aclarar alguna duda si es

necesatio.

MendiPrincipll  Ayuda  Cerrar

. Juego: Aprendamos a Factorizar. (NIVEL ) o [ 5||:
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APRENDAMOS A FACTORIZAR.

Recomendaciones Generales para el

Uso del software

o Se omiti6 en el software el implementar
animaciones para evitar la distraccion de los
estudiantes ya que la propuesta esta disefiada
para trabajarse en el aula de clase.

o El software es un complemento para las clases
de algebra, se recomienda que lo use para
varias secciones y con grupos pequefios de
estudiantes.

o En caso de presentarse alguna inquietud es
posible consultar la fundamentacién escrita del
trabajo o comunicarse con los autores a los
correos,
jferchocc(@.yahoo.com

johanajessica@starmedia.com

Trabajo de Grado presentado al Departamento de
Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional
de Colombia para optar el titulo de Licenciado en
Matemiticas con énfasis en Computacion I - 2006.
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